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trong vật lý chổt rắn 

Bài toán một hạt 


NHÀ XUẤT BÁN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 




Cuốn sách này được hình thành trên cơ sớ các bài giảng của tác giả cho 
sinh viên cao học chuyên ngành vật lý ớ Viện Vật lý, thuộc Trung tâm Khoa 
học Tự nhiên và Công nghệ Quốc gia và ở Khoa Vật lý, thuộc Trường Đại 
học Sư phạm Hà Nội, trong các năm 1998 - 2003. Mục đích của cuốn sách 
là cung cấp cho người đọc những khái niệm cơ bản về hàm Green, từ các 
tính chất toán học đến áp dụng vào các bài toán khác nhau của lý thuyết 
lượng tử vật rắn, tập trung chủ yếu vào các bài toán một hạt với những mô 
hình kinh điển. Đó là nội dung chương 2 và các chương 5-8. Chương 1, 
đóng vai trò phần mở đầu, cho tổng quan ngắn gọn các bài toán một hạt 
trong vật lý chất rắn, sẽ đề cập đến trong các chương sau. Những khái niệm 
trình bày trong chương 3 và chương 4 là tổng quát cho các hệ có tương tác. 
Các khái niệm này được sử dụng trong chương 7 và chương 8. 

Sau mỗi chương có phần thảo luận bổ sung và bài tập voi nội dung trợ 
giúp, mở rộng hoặc minh họa và vận dụng một cách không phức tạp các 
kiến thức đã học. 

Một lượng rất hạn chế các tài liệu tham khảo được chọn theo nguyên 
tắc: đó là các bài báo gốc, kinh điển, các bài tổng quan hoặc những cuốn 
sách được nhiều người sử dụng. 

Khi viết cuốn sách này chúng tối không có ý định dùng một dạng biểu 
diễn, một cách ký hiệu nhất quán. Đôi khi, một biểu thức được cố tình viết 
đổng thời trong biểu diễn toạ độ, xung lượng (momentum), trong ký hiệu 
Dirac. Làm như vậy, chúng tôi hy vọng có thể trợ giúp độc giả trong việc 
tham khảo tài liệu từ các nguồn khác nhau. 

Mặc dù đã cố gắng hạn chế đến mức tối đa, trong cuốn sách không tránh 
khỏi vẫn còn nhầm lẫn, sai sót. Tác giả sẽ vô cùng biết ơn về những góp ý, 
phê binh của quý độc giả. 
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Tác già chân thành câm ơn các đồng nghiệp ở Viện Vật lý đã nhiều năm 
cùng nhau chia sè điểu kiện làm việc rất khó khăn; cám ơn các anh, chị ử 
Phòng máy tính, các anh sinh viên đã soạn thảo Latex và vẽ tất cả các hình 
trong cuốn sách; cám ơn Ban Lãnh đạo Viện Vật lý đã tài trợ một phần kinh 
phí xuất bản. Tác giả cũng chân thành cám ơn Nhà xuất bản Đại học Quốc 
gia Hà Nội đã quan tâm, giúp đỡ để cuốn sách sớm ra mát bạn đọc. Và, 
cuốn sách không thể có nếu tác giả không nhận được sự đổng cảm, động 
viên thường xuyên của gia đình mình. 

Hà nội, tháng Tám năm 2003 
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Chương 1 

Bài toán một electron 


1.1 Electron tự do. Sóng phẳng 

Sommerfeld (Sommerfeld 1928) là người đã đề xuất mỏ hình electron 
tự do trong kim loại. Trong mô hình này các electron hóa trị được xem là 
hoàn toàn tự do, bỏ qua tương tác giữa electron với các nguyên tử mạng, 
cũng như tương tác giữa các electron với nhau. Khi đó, mỗi electron được 
mỏ tả bằng một sóng phẳng chuẩn hóa trong thể tích íì của hệ: 

v(k.r) = rr 1/2 exp(ỉkr) . (1.1) 

Ở đây, r là tọa độ, k là vectơ sóng mỏ tả động lượng của electron. Tương 
ứng, năng lượng của electron là: 


E = 


hH ' 2 

2 m 


( 1 . 2 ) 


với m là khối lượng của electron tự do. 


Tuy nhiên, khác với electron trong không gian tự do vô hạn, nếu miền 
Q là một khối lập phương cạnh L, thì các thành phần của vectơ k chỉ có thể 
nhận các giá trị 





i = x,y,z 


(1.3) 


trong đó Ti l là các số nguyên dương hoặc âm. 

Như vậy, vectơ k là một số lượng tử đặc trưng cho trạng thái của electron. 
Nếu tính đến spin thì ta có thêm một số lượng tử nữa, đồng thời, hàm sóng 
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Chương I. Bài toán một eỉecĩron 


toàn phần sẽ bằng tích của hàm sóng (1.1) với hàm sóng spin. Ở trạng thái 
với vectơ sóng k, electron có vận tốc 


và bước-sóng 


hk 

V = — 
77/ 



(1.4) 


(1.5) 


Ở trạng thái cơ bản, trong k-không gian, các electron tự do lấp đầy các 
trạng thái từ thấp lên cao đến một giá trị k' = k F nào đó. Tất cả cấc trạng 
thái với k > k F là trống. Đại lượng k F được gọi là vectơ sóng Fermi, còn 
hình cầu bán kính k F trong k-khỏng gian là hình cầu Fermi. Năng lượng 
tương ứng E F — H 2 kị/2m gọi là năng lượng Fermi. Giá trị của vectơ sóng 
Fermi được hoàn toàn xác định bởi mật độ electron trong khỏng gian, n: 

k F = (37T 2 71 ) 1/3 . (1.6) 

Ở đây, đã tính đến cả hai phương của spin. 

Phổ năng lượng của electron tự do (1.2) là liên tục từ 0 đến vô hạn, 
E > 0. Đặc trưng quan trọng nhất của phổ liên tục là mật độ trạng thái, tức 
là số trạng thái tính trên một đơn vị năng lượng trong một đơn vị thể tích. 
Với hệ electron tự do 3 chiều mật độ trạng thái bằng 


p(E) = 



(1.7) 


Mô hình electron tự do phối hợp với thống ké Fermi-Dirac cho phép giải 
thích nhiều hiện tượng, chẳng hạn, vì sao đóng góp của electron vào nhiệt 
dung và độ từ thẩm của kim loại lại nhỏ. Ngoài ra, hàm sóng (1.1) thường 
được sử dụng như gần đúng bậc không cho các gần đúng tiếp theo. 


1.2 Lý thuyết Hartree-Fock 

Có thể nói rằng, phương trình Hartree-Fock là khởi điểm, là cơ sở của 
lý thuyết một electron. Ý tưởng cơ bản của phương trình này là như sau. 



12. LÝ tỉìiixếĩ Harĩrce-Fock 
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Giả sử ta cần tìm trạng thái thấp nhất ty (r].r 2 .rv) cúa hệ các elec- 

tron tương tác với Hamiltonian 


■E^ + E v '( r .) + ỈẸì 

? ? Jỹíi 


trong đó \ r (r,) là thế ngoài nào đó (chảng hạn của các nguyên tử cố định) 
tác dụng lên electron thứ /, số hạng cuối cùng là tương tác Coulomb giữa 
các electron mang điện tích €. 

Hamiltonian (ĩ .8) không thể giải chính xác với hệ dù chỉ vài electron. 
Hartree (Hartree 1928) đã đề xuất một quy trình biến phân, trong đó xem 
ty là gần đúng bàng tích các hàm một electron độc lập (r l ) : 

N 

ty (ri.r- 2 .... .r N ) = ìp t (r\) . (1.9) 

1=1 

Dùng (1.9) làm hàm thử, cực tiểu hóa năng lượng (ty \H\ ty) / (ty Ity), ta 
nhận được phương trình Hartree cho các hàm một electron 

vf + V' (r,) + Y2 e2 Ị dT J jr''—•I ^ ( r i) = E < V'. (ri) • 

( 1 . 10 ) 

Các năng lượng E L ở đây có nghĩa như các năng lượng riêng một electron 
(xem Bĩ.2) và là các tham số biến phân. 

Các phương trình Hartree (1.10) chỉ có thể giải bằng phương pháp tự 
hợp với quy trình như sau: (l) chọn tập các hàm riêng một electron ban đầu 
{}; (2) dùng tập này tính các thế tương tác Coulomb (số hạng thứ 3 trong 
vế trái của (1.10)); (3) dùng các thế nhận được tính các ĩpi , nhận được tập 
{ĩị) x } mới; (4) xem tập {ĩpt} mới nhận được này như tập hàm một electron 
ban đầu, trở lại bước (1). Quá trình lặp lại tiếp diễn cho đến khi nhận được 
tập các hàm ỈL X và các thế tự hợp. Thường thì phương trình Hartree cho kết 
quả gần đúng tốt đối với năng lượng, nhưng chưa tốt đối với hàm sóng. 

Quan trọng hơn nữa là, hàm thử (l .9) không thỏa mãn nguyên lý loại 
trừ Pauli. Thống kê Fermi đòi hỏi hàm riêng của Hamiltonian (1.8) phải là 
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phản đối xứng, nghĩa là phải đổi dấu khi hoán vị vị trí của hai electron bất 
kỳ. Dễ thấy rằng, hàm sóng đem giản thỏa mãn điều kiện này và rất gần với 
ý tưởng ban đầu của Hartree về tính độc lập thống kê của các đại lượng một 
electron có dạng định thức Slater: 


®(r,.r 2 .-.r J v) = -^ Ị 


<Mri) ••• Mr.v) 
i h 2 (ri) ••• ìỉ'2 (ỉ\v) 

Vn ( r i) ••• yw(r,v) 


( 1 . 11 ) 


Ở đây, để đom giản ta xem là trong kỷ hiệu bao gồm cả tọa độ không gian 
lẫn spin. 

Sử dụng hàm thử (1.11) Fock (Fock 1930) dẫn ra các phưcmg trình tự 
hợp đối với các hàm một electron (r z ), gọi là phưcmg trình Hartree-Fock: 


e 2 (^J dr ' ^yr ^ } ) ^ (r) = E ' é ‘ (r) ■ (U2) 


Trong vế trái của phưcmg trình này để phân biệt với số hạng tưcmg tác trực 
tiếp (số hạng thứ 3 trong ngoặc vuông) đã có trong phưcmg trình Hartree 
(1.10), số hạng cuối được gọi là tưcmg tác trao đổi. Chú ý là, ở các tổng 
trong (1.12) ta không cần loại trừ số hạng với j = I vì các số hạng tưcmg 
ứng trong thế tưcmg tác trực tiếp và thế tưcmg tác trao đổi khi đó vừa đúng 
loại trừ lẫn nhau. 

Việc giải các phưcmg trình Hartree-Fock (1.12) tất nhiên cũng chỉ có thể 
thực thi bằng cách tự hợp. Phần nàng nhất trong tính toán liên quan vói các 
nảng lượng trao đổi. Trong tĩnh toán thực tế, riêng với phần năng lượng này. 
người ta thường phải chấp nhận thêm một gần đúng bổ sung nào đó, tùy bài 
toán cụ thể (xem, chẳng hạn, Slater 1951, Kohn and Sham 1965). 



ỉ .3. Electron trong rinh thể lý tưởng. Hàm Bloch 
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1.3 Electron trong tinh thể lý tưởng. Hàm Bloch 

Trong tinh thê lý tưởng electron chịu tác dụng của một trường tuần hoàn 
gây bởi các nguyên tử nút mạng. Bloch (Bloch 1928) chứng minh ràng, nếu 
thế V (r) là hàm tuần hoàn với chu kỳ mạng, thì phưong trình 

-ẻ- v " +V(r)l pịr) = £>(r) (1.13) 

'2in 

có lời giải dạng 

Vfc(r) = e‘ kr v k (v) . (1.14) 

trong đó 7/ k (r) là hàm tuần hoàn với cùng chu kỳ như V (r) và được chuẩn 
hóa trong thê tích íì của hệ. Hàm sóng (1.14) gọi là hàm Bloch. 

Mỗi hàm Bloch (1.14) mỏ tả một electron, với năng lượng £(k) tương 
ứng, chuyển động khỏng va chạm trong tinh thể lý tưởng. Mỗi giá trị của 
k thỏa mãn điều kiện lượng tử hóa (1.3) xác định một trạng thái electron 
(chưa kể đến spin). Mặt khác, do sự tương đương về mặt vật lý giữa các 
vectơ sóng k và k' = k + g, trong đó g là một vectơ mạng đảo, ta có 

E(k) =£(k + g) , (1.15) 

nghĩa là E là hàm tuần-hoàn với chu-kỳ của mạng đảo. Và như-vậy, ta 
có-thể viết E (k) dưới dạng chuỗi Fourier trong k-không-gian: 

E (k) = y^C m e- lka "' . (1.16) 

m 

trong đó 777 = { /77], 7772. 7773 } là các chỉ số của vectơ mạng thuận. 

Điều quan trọng là, trong tinh thể, do phản xạ Bragg, phổ năng lượng 
E (k) của electron không còn liên tục như ở electron tự do (1.2), mà phân 
thành các miền cho phép (gọi là vùng năng lượng) và không cho phép (gọi 
là khe). Cả hàm sóng lẫn năng lượng không chỉ phụ thuộc vào k, mà vào cả 
chỉ số vùng 77: p nk (r) = e tkr u nk (r); E n (k). Trong mỗi vùng, năng lượng 
là hàm liên tục của vectơ sóng. Mối quan hệ hàm số E n (k) gọi là cấu trúc 
vùng. Việc tìm cấu trúc vùng là bài toán cơ bản, quan trọng nhất, là khỏi 
điểm cho việc tìm hiểu các tính chất điện, quang của vật liệu. 
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Trong một vùng, nếu hàm E n (k) có cực tiểu (hoặc cực đại) tại một điểm 
nào đó (thường là ở các biên của vùng), thì ta có thể gần đúng phân tích: 

trong đó k n . kj là các thành phần của k trong hệ toạ độ vuỏng góc, chỉ số 
"0" cạnh dấu ngoặc ngụ ý lấy giá trị tại điểm cực trị. Khi viết (1.17) ta đã 
chọn gốc tính năng lượng và vectơ sóng tương ứng với điểm cực trị. Đưa 
vào khái niệm tenxơ khối lượng hiệu dụng nghịch đảo định nghĩa là: 

ta thấy hệ thức (1.17) có dạng tương tự như năng lượng của electron tự do 
(1.2). Thật vậy, với các thành phần chéo 

, _ /1 \ f d 2 E„ (k) ^ 

° U01 dlị )„ 


En (k) = £ ■ 


Đặc biệt, nếu các m n l (q = X. y, ^) là như nhau, m a l — (m*) \ thì 
hệ thức trên trở thành 

*»<*>=££• (U9) 
Hệ thức (1.19) có dạng giống hệt (1.2) chỉ khác ờ thay khối lượng electron 
tự do bàng khối lượng hiệu dụng m*. Như vậy, trong gần đúng khảo sát 
electron trong tinh thể biểu hiện ra (phản ứng lại với các tác dụng ngoài 
như điện trường, từ trường) giống như một electron tự do với khối lượng 
m*. Theo định nghĩa (1.18). tùy theo điểm phân tích ứng với cực tiểu hay 
cực đại của E n (k) mà khối lượng hiệu dụng có thể là dưcmg (electron ở 
đáy vùng dẫn trong bán dẫn) hay âm (lỗ trống ở đỉnh vùng hóa trị). Giá 
trị của 777* cũng có thể rất lớn hơn hoặc nhỏ hơn 777. Chảng hạn, với GaAs 
có m*/m = 0.067, còn với Si vì mặt đẳng năng là ellipsoid nên có hai 
khối lượng hiệu dụng thành phần: song song m}/m = 0.916 và vuông góc 
777* Ịm = 0.19. 
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1.4 Cấu trúc vùng năng lượng 

Có nhiều phương pháp tính cấu trúc vùng năng lượng E (k) của các vật 
rắn tinh thể (xem, chẳng hạn, Callaway 1964, Harrison 1980). Các phương 
pháp này tuy khác nhau về phương diện tính toán, nhưng đều dựa trên một 
nguyên tắc chung, dó là phân tích hàm riêng ip k cần tìm của phương trình 
(1.13) theo một hệ hàm dầy đủ đã biết nào dó. Hai hệ hàm đơn giản và 
cơ bản nhất là hệ các hàm sóng electron tự do (sóng phẳng) và hệ các hàm 
sóng electron trong nguyên tử nút mạng. Hai gần đúng tương ứng gọi là gần 
đúng electron gần tự do và gần đúng liên kết mạnh. 


1.4.1 Gần đúng electron gần tự do 

Ý tưởng của gần đúng này là như sau. Nếu biên độ của thế nguyên tử 
nút mạng V (r) không lớn, ta có thể xem thế này là nhiễu loạn và tìm năng 
lượng E (k) của (1.13) dưới dạng: 

E( k ,. Sl « k ) + (kirik) + £jsjạaL, <1.20, 

trong đó năng lượng không nhiễu loạn E ữ (k) chính là (1.2): 

h 2 k 2 

E 0 (k) = ^. ( 1 . 21 ) 

l m 

Số hạng bổ chính bậc một, (k \v\ k), không phụ thuộc vào k, ký hiệu là Vq. 
Với số hạng bổ chính bậc 2, ta chú ý, do tính tuần hoàn của thế V (r) yếu tố 
ma trận (k \vị k') chỉ khác không và bằng Vg nếu (k — k') bằng một vectơ 
mạng đảo g nào đó. Ở đây, Vg là hộ số trong phân tích Fourier 

Vg) = E V C ỄI - ( 1 . 22 ) 



(1-23) 
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Đây chính là biểu thức cấu trúc vùng E (k) cần tìm trong khuôn khổ 
gần đúng electron gần tự do. Để biểu thức này có nghĩa, hệ số Fourier Vg 
phải giảm đủ nhanh khi g tăng để có thể xem là nhỏ bậc một. Đồng thời, 
mẫu số Eo (k) - Eo (k + g) phải đủ lớn. Với k thỏa mãn các điều kiện này, 
dáng điệu của E (k) chủ yếu quyết định bởi Eo (k) (1.21). vSố hạng Vo chỉ 
tương đương dịch gốc tính năng lượng, còn số hạng cuối cùng trong (1.23) 
là nhỏ. 

Ngược lại, ở những giá trị của k mà mẫu số {Eo (k) - Eo (k + g)) là 
nhỏ, thì gần đúng trở nên vô nghĩa. Giới hạn {Eo (k) - Eo {k + g)) = 0 
tương đương với điều kiện 

(l/2) ỡ 2 + kg = 0 . (1.24) 

Đây chính là điều kiện phản xạ toàn phần Bragg (xem, chẳng hạn, Kittel 
1986, chương 2) và đổng thời cũng là phương trình các mặt phẳng giới hạn 
vùng Brillouin. Như vậy, khi đầu mút của vectơ k nằm trên biên của vùng 
Brillouin, tác dụng của trường tinh thể lên electron trở nên rất mạnh, không 
còn có thể xem là nhiễu loạn và kết quả (1.23) trở nên vô hghĩa. 

Để tìm cấu trúc vùng E (k) trong lân cận biên của vùng Brillouin, ta 
phân tích: 

i>y = e' kr J2 c*k+ge ,gr = Y, «k +g e‘ (k+g)r . (1.25) 

g g 

Dạng phân tích này bảo đảm Ipỵ thỏa mãn định lý Bloch. 

Thay !/>k (1.25) vào phương trình (1.13) ta nhận được phương trình đối 
với các hệ số Q g : 

[E (k) - E 0 (k + g)] a k+g - V s+g' “k+g' = 0 . (1.26) 

9 ' 

Rõ ràng là gần đúng (1.23) tương đương với việc trong phân tích (1.25) và 
tương ứng trong tổng ở số hạng thứ hai của (1.26) ta xem tất cả các hệ số 
Ok+g là nhỏ, trừ hệ số Ok (Qk ~ 1). Khi đó 

Vị. 


ơk+g 


Eo (k) - Eo (k + g) ’ 


g + 0. 


(1.27) 
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Nhưng, ớ lân cận của biên vùng, mẫu số của (1.27) là rất nhỏ, hệ số o k+ g 
có thê trở nên rất lớn, không thê bỏ qua. Chính việc bỏ qua hệ số (1.27), chỉ 
giữ lại n k là nguyên nhân vì sao kết quả (1.23) không thế mô tả được cấu 
trúc E (k) à gần bién của vùng. 

Nếu giữ lại cả hai hệ số n k và a k+ g, bỏ qua tất cá các hệ số khác, thì 
(1.26) sẽ dần đến hệ hai phương trình cho hai hệ số này. Điều kiện để hệ 
phương trình có lời giải, tức là yêu cầu định thức tương ứng bằng không, 
cho ta một phương trình bậc hai đối với E (k) với lời giải tại biên vùng là 

E (k) — En (k) ± h4l • (1-28) 

Như vậy tại biên vùng hàm E (k) bị gián đoạn, trong phổ năng lượng 
xuất hiện một khe cấm với độ rộng 2 1 1/g I . Đây là kết luận rất quan trọng 
của lý thuyết electron gần tự do, là cơ sở để hiểu các tính chất vật lý của 
các loại vật liệu khác nhau, trước hết là các kim loại. 

Hình 1.1 mô tả định tính cấu trúc vùng năng lượng trong tinh thể một 
chiều, bao gồm các vùng cho phép xen kẽ các khe cấm. Trong mỗi vùng 
phụ thuộc E (k) là liên tục. Ở đáy vùng E (k) có dạng (1.23). Các khe xuất 
hiện ở biên vùng với độ rộng tỷ lệ với biên độ của thế mạng. 

1.4.2 Gần đúng liên kết mạnh 

Giả sử ip s (r - 3L?) là hàm sóng electron trong một nguyên tử nằm tại 
nút mạng 3lị: 


- + Us (r) ự>s = E 3 ip 3 . (1.29) 

2 m 

trong đó U s (t) là thế nguyên tử (hay ion) nút mạng. Trong gần đúng liên 
kết mạnh ta chọn hệ các hàm tp s (t — SLf) làm gần đúng bậc không và khai 
triển hàm riêng của phương trình (1.13): 

4>k (r) = E eika ' V* ( r - • 

t 


(1.30) 
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Hình 1.1: Cấu trúc vùng năng lượng trong tinh thể một chiều 
(sơ đổ vùng mở rộng). 

Trọng khối exp (ĩ ka*) bảo đảm cho hàm (1.30) thoả mãn định lý Bloch. 
Mặt khác, ở gần mỗi nút mạng hàm (1.30) có dáng điệu rất gần vói hàm 
sóng electron trong nguyên tử cô lập. 

Với hàm sóng (1.30), ở gần đúng bậc một, ta có giá trị trung bình của 
năng lượng là 

E (k) = J ĩpl (r) [(-h 2 /2m) V 2 + V (r)] ĩpk (r) dr Ị ị ĩpl ĩịj k . dr . 

Nếu sự phủ nhau giữa các hàm nút lân cận là không quá lớn, thì nhân tử 
chuẩn hóa ở mẫu số trong biểu thức trên có thể xem bằng đơn vị, còn tử số 
có thể viết dưới dạng 

£(k) = £ s + £y (1.31) 

trong đó 

Et = j v m s (r + *) [V (r) - u, (r)] v , (r) rfr . (1.32) 

Các biểu thức (1.31) và (1.32) cho cấu trúc vùng E (k) trong gần đúng 
liên kết mạnh, trong đó số hạng gần đúng bâc khỏng E s chính là năng lượng 
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của electron trong nguyên tử nút mạng cô lập (phương trình (1.29)). Sự phụ 
thuộc vào k của năng lượng chi liên quan với số hạng thứ hai trong vế phải 
của (1.31). Số hạng này xuất hiện là do sự phủ nhau giữa các hàm sóng 
electron ừ các nút khác nhau. Thường thì sự phủ chi là đáng kể nếu các nút 
là lân cận gần nhất của nhau. Khi đó, tống theo (' ử biểu thức (1.31) sẽ trở 
nên rất đơn giản. 

Để minh họa, xét trường hợp mạng lập phương đơn giản. Nếu chỉ tính 
đến sự phủ nhau của hàm sóng ở các nút lân cận gần nhất, thì mọi |ai| = a 
(hăng số mạng), các Ef (phụ thuộc vào |a*> I = a) là như nhau, E Ề = A, và 
E (k) (1.31) có dạng giản đơn: 

E (k) = E b + 2A (cos ak x + cos aky + cos ak z ) . (1.33) 

Ta nhận được một vùng năng lượng đối xứng qua E s với độ rộng bằng 12 \A\ 
(nói chung A là âm). Dọc theo mỗi trục của khối lập phương trong k-không 
gian hàm E (k t ) có cực tiểu tại k t = 0 và cực đại tại biên của vùng Brillouin 
(k\ = Ti/ci). Trong một vùng, về dáng điệu, các đường cong E (k t ) có dạng 
gần giống như trong gần đúng electron gần tự do, nhưng độ cong ở đáy vùng 
phụ thuộc vào A. 

Để nhận được bức tranh chi tiết của cấu trúc vùng ta phải tính đầy đủ 
các tích phân (1'.32) và tổng trong (1.31). Kết quả sẽ rất nhạy cảm với dáng 
điệu hàm sóng nguyên tử (fs và giá trị của hằng số mạng a. Hàm sóng cp s 
càng định xứ hay a càng lớn thì vùng càng hẹp (trong giới hạn sẽ là một 
mức nguyên tử). Chi tiết về phương pháp liên kết mạnh và các mở rộng của 
phương pháp này có thể xem ở Callaway 1964 hay Harrison 1980. 


1.5 Cấu trúc vùng khi có trường nhiễu loạn 
không tuần hoàn 

Mục đích của tiết này là xem xét ảnh hưởng của một trường nhiễu loạn 
không tuần hoàn lên cấu trúc vùng một electron trong tinh thể. Trường nhiễu 
loạn có thể là trường của một nguyên tử hay ion lạ (tạp chất), trường của 
lỗ trống (trong điều kiện nhất định dẫn đến các trạng thái liên kết exiton). 
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điện trường hay từ trường ngoài. Ảnh hưởng của bẻ mặt hay lệch mạng cũng 
tưcmg đưcmg như sự có mặt của một trường phụ. 

Bài toán về ảnh hưởng của trường nhiễu loạn không tuần hoàn đã được 
nghiên cứu một cách có hệ thống kể từ sau những công trình rất cơ bản 
của Wannier (xem Wannier 1959). Ở trên đã chỉ ra rằng, thế mạng tuần 
hoàn phá huỷ tính liên tục của phổ năng lượng, tách nó thành các vùng cho 
phép xen kẽ các khe cấm. Giả thiết cơ bản khi giải các bài toán với nhiễu 
loạn không tuần hoàn là, thế nhiễu loạn phải thay đổi đủ chậm dể không 
gây ra sự chuyển trạng thái electron từ vùng này sang vùng khác. Điểm cần 
nhấn mạnh nữa là người ta thường không chọn hàm Bloch làm gần đúng bậc 
không, mà chọn hàm Wannier, định nghĩa như sau: 

W n (T-8Lf) = -ỵ= Ỵ^e~ lkRf tnk(r) , (1.34) 

trong đó (r) là hàm Bloch. Hệ thức (1.34) có dạng phân tích Fourier, 
nên ta cũng có hệ thức ngược, phân tích (r) theo hàm Wannier: 

w E w/ " ( r - a ') f ,ka ' • 0.35) 

Các hàm Wannier tương ứng với các nút khác nhau là trực giao với nhau: 

J (ÍT w* (r - &t) w n (r - a//) = 0 với i Ỷ í' . (1.36) 

Tại mỗi nút riêng biệt hàm Wannier định xứ mạnh (có cực đại nhọn). 

Trở lại bài toán electron trong tinh thể khi có nhiễu loạn không tuần 
hoàn Ư (r). Phương trinh Schrõdinger tương ứng là 

V 2 + V (r) + Ư (r) 4», (r) = E,'V, (r) . (1.37) 

Lời giải ty / có thể tìm dưới dạng 

(r) = E ^ w " ( r ~ ’ 

n,í 


(1.38) 
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trong đó ĩ) là chỉ số vùng, a/ là vectơ vị trí của nút i. Tương ứng với mỗi 
vùng, tức là mỗi loại hàm địa phương M4, có một hàm bao /„. Nếu thế 
V (r) thay đổi chậm trên khoảng cách cỡ hằng số mạng, thì từ (1.37) và 
(1.38) ta nhận được phương trình đối với các hàm bao: 

E„ (-/V) /y (r) + Ư (r) /1/) (r) = E,/^ (r) , (1.39) 

trong đó toán tử E n (-/V) xác định theo hệ thức (1.16) của electron trong 
tinh thể với k thay bàng (-/V). Phương trình (1.39) có dạng một phương 
trình vSchrỏdinger với f„ (r) là một hàm liên tục của r (như một sóng truyền 
trong tinh thể), ư (r) là thế nhiễu loạn không tuần hoàn. Đây là một phương 
trình tổng quát, có thể giải cho các u (r) khác nhau. 


1.5.1 Thế tạp. Trạng thái định xứ 


Phương trình (1.39) sẽ có dạng rất đơn giản nếu năng lượng E n (k) là 
hàm đối xứng cầu, có cực tiểu (hay cực đại) tại k = 0. Khi đó, trong gần 
đúng bậc hai ta có E„ ( —/V) = — (K 2 /2m*) V 2 . Thêm vào đó, nếu thế 
u (r) cũng là đối xứng cầu, thì phương trình (1.39) chính là phương trình 
sóng của một hạt khối lượng 777* trong trường đối xứng xuyên tâm u (r), một 
dạng phương trình cơ bản trong cơ học lượng tử (xem, chẳng hạn, Landau 
and Lifshitz 1960). Năng lượng riêng của phương trình này là các mức gián 
đoạn nằm ở phía trên (so với trần) hay phía dưới (so với đáy) của vùng không 
nhiễu loạn, tùy thuộc thế ư (r) là đẩy (dương) hay hút (âm). 

Để cụ thể, xét trường hợp ư (r) là thế Coulomb của một tâm tạp tựa 
Hydro: 

e 2 

u (r) = ———- , (1.40) 

X r 

trong đó X là hàng số điện môi của tinh thể. Trị riêng tương ứng khi đó là 
các mức gián đoạn (mức tạp): 


777* e 4 1 
2 h 2 X 2 ư 2 


v = 1,2,.. 


0.41) 


tính từ đáy vùng không nhiễu loạn. Ta thấy, khối lượng hiệu dụng 777* (liên 
quan với dáng điệu E n (k)) càng lớn, cường độ thế nhiễu loạn (đặc trưng 
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bởi e 2 / x) càng mạnh, thì \Ey\ càng lớn, mức tạp nằm càng sâu trong vùng 
cấm, trạng thái riêng tương ứng càng định xứ mạnh. Đại lượng 


thường được gọi là năng lượng ion hóa tâm tạp. Trong bán dẫn 77?* thường 
nhỏ, còn X lại lớn, nên năng lượng ion hóa tâm donor tựa Hydro thường 
nhỏ (tâm nông). Chẳng hạn, với GaAs: 777 * = 0 . 063777 , X — 12.9, |£’i| chỉ 
khoảng 0.06 eV. 

Bức tranh tương tự cũng nhận được cho trường hợp thế Ư (r) (1.40) mang 
dấu (+) (tâm acceptor). Khi đó, E v > 0 là các mức gián đoạn nằm trong 
vùng cấm, gần đỉnh vùng hóa trị. Tuy nhiên, ở đây cần lưu ý rằng, ở gần 
trần vùng hóa trị cấu trúc vùng E (k) thường có dạng phức tạp, cần được 
xem xét cụ thể (Haưison 1980, Callaway 1964). 

Nếu trong hệ có nhiều tâm tạp (nhiễu loạn) thì khi khoảng cách không 
gian trung bình giữa các tạp là đủ nhỏ, các trạng thái electron định xứ trên 
các tạp lân cận có thể phủ nhau tạo thành vùng tạp chất. Tính chất dẫn 
truyền của hệ ở nhiệt độ thấp chủ yếu liên quan với vùng năng lượng này 
(Mott and Davis 1979, Shklovskii and Efros 1984). 

1.5.2 Ảnh hưởng của điện trường 

Cấu trúc vùng của một electron trong tinh thể khi có mặt điện trường 
ngoài tất nhiên có thể nhận được bằng giải trực tiếp Hamiltonian khối lượng 
hiệu dụng dạng (1.39) với u (r) là thế năng của electron trong điện trường 
(xem, chẳng hạn, Ziman 1964). Tuy nhiên, ở đây ta có thể lý giải vấn đề 
một cách đơn giản hơn (Anderson 1997). 

Giả sử điên trường E là yếu, không đủ để gây ra sự chuyển electron 
giữa các vùng. Trong quá trình chuyển động, do có điện trường, cả động 
lượng h k và năng lượng E n (k) của electron đều thay đổi, nhưng không 
thể vượt ra ngoài vùng khảo sát. Phương trình chuyển động của electron là 
hdk /dt = e£. Từ đây suy ra k = k 0 + eEt/h. Trên hình 1.2 mô tả sự 
thay đổi của E„(k) theo k (và thời gian t) trong trường hợp tinh thể một 
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Hình 1.2: Phụ thuộc k (và t) của năng lượng E n (í) trong tinh thể 
một chiều (a) và thay đổi tương ứng của vận tốc V (b). 


chiểu. Khi t tăng, k tăng và E n cũng tăng. Khi k đạt giá trị ứng vói biên 
vùng k = G/2 (G là vectơ cơ sở của mạng đảo), E n cũng đạt tới trần của 
vùng. Theo thời gian, k tiếp tục tăng, nhưng vì điện trường không đủ để 
chuyển electron qua khe cấm sang vùng tiếp theo, đối vói E n (k) ta phải áp 
dụng tính tuần hoàn trong k không gian (1.15): E v (k) = E n (k ± G)y dẫn 
tới năng lượng vòng lại đáy của vùng và ta có bức tranh dao động như trên 
hình 1.2(a). 

Như vậy, bằng lý giải gần cổ điển giản đơn, ta thấy rằng, điện trường 
nhiễu loạn dẫn đến sự dao động của năng lượng electron giữa hai ngưỡng 
vùng với chu kỳ T = hG/eS . Tương ứng, vận tốc nhóm của electron cũng 
dao động như trên hình 1.2b. Vì vận tốc v đổi dấu tuần hoàn nên cứ sau 
mỗi chu kỳ, dịch chuyển tổng thể của hạt X = /ồ dtv(t) lại bằng không. Đó 
là lí do vì sao một vùng choán đầy lý tưởng (điện môi) lại không có khả 
năng mang dòng. Muốn có dòng phải có các hiệu ứng hồi chuyển, phá vỡ 
chuyển dịch tuần hoàn của hạt, làm cho phân bố hạt trên hai phương +v 
và -v là khác nhau, dẫn đến chuyển dịch tổng thể khác không. Trong kim 
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loại hay bán dẫn hiện tượng hồi chuyển chủ yếu liên quan với tán xạ của 
electron lên các đối tượng như tâm tạp hay phonon. Thông thường, thời gian 
chuyển động tự do trung bình (giữa hai tán xạ liên tiếp) của electron trong 
tinh thể là cỡ 10 _11 s. Trong khi đó, nếu hằng số mạng là vài A, cường độ 
điện trường khoảng 10 3 - 10 4 V/cm thì chu kỳ dao động của năng lượng là 
T ^ 10 _8 S, rất lớn hơn khoảng thời gian trung bình giữa hai tán xạ. Đây 
là lí do vì sao sự dao động của năng lượng electron trong điện trường nhiễu 
loạn thường không thể hiện ra đủ rõ để có thể quan sát được. 

1.5.3 Electron trong từ trường 

Trong từ trường đồng nhất B, hướng theo trục z, Hamiltonian khối lượng 
hiệu dụng của electron trong tinh thể có dạng 

W = jL (p-^a) 2 . 

Lời giải riêng của Hamiltonian này là (Laudau and Lifshitz 1960): 

/j2^2 / -Ị\ 

E = Eq + í 71 + - 1 , 71 = 0,1,... (1.42) 

trong đó Eq liên quan với gốc tính năng lượng trong vùng khảo sát, Lú c = 
|e| B/m*c. Số hạng thứ hai trong vế phải của (1.42) là động năng của 
electron theo phương của từ trường. Theo phương này từ trường không ảnh 
hưởng đến chuyển động của electron, năng lượng không bị lượng tử hóa. Số 
hạng cuối trong (1.42) tương ứng với chuyển động của electron trong mặt 
phẳng vuông góc với trường, ở đây năng lượng bị lượng tử hóa thành các 
mức gián đoạn với giãn cách hu>c oc B , gọi là các mức Landau. 

Như vậy, từ trường nhiễu loạn dẫn đến sự lượng tử hóa năng lượng 
electron thành các mức Landau và từ đó dẫn đến nhiều hiệu ứng quan trọng, 
trong đó có hiệu ứng Hall lượng tử (Klitzing et aỉ. 1980). Ảnh hưởng của 
hiệu ứng tách mức Landau càng rõ, nếu nhiệt độ càng thấp, khi khoảng cách 
giữa hai mức Landau lân cận huj c = ehB/m*c rất lớn hơn năng lượng nhiệt 
k B T. 
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1.6 Độ dẫn điện 

Phương pháp hàm Green đặc biệt hiệu quả để mô tả các tính chất dẫn 
truyền của vật liệu, trong đó trước hết là tính dẫn điện. Độ dẫn điện của vật 
liệu phụ thuộc trực tiếp vào cấu trúc vùng. Có hai cách mô tả độ dẫn điện: 
hình thức luận Boltzmann và công thức Kubo-Greenwood. Theo cách thứ 
nhất, trường tán xạ làm thay đổi vectơ sóng của electron, dẫn đến sự khác 
nhau trong phân bố electron trên hai chiều dọc theo phương điện trường 
(xem, chẳng hạn, Kittel 1986, Ziman 1964). Hình thức luận Boltzmann chi 
đúng trong giới hạn tán xạ yếu. Công thức Kubo-Greenwood (Kubo 1956, 
Greenwood 1958), xuất phát từ chính trạng thái riêng của electron trong 
trường tán xạ, là tổng quát hơn và có thể sử dụng rộng rãi trong cả các hệ 
có cấu trúc tinh thể cũng như các hệ không trật tự (Mott 1974). 

1.6.1 Khái niệm độ dẫn điện 

Khi có điện trường E, trong hệ xuất hiện dòng điện vdi mật độ j. Độ dẫn 
điện được định nghĩa là hệ số trong phần phụ thuộc tuyến tính của j vào E: 

dr Ị dr'ơ a 0 (r, r'; r) Sị 3 (r', t — r) . (1.43) 

Ở đây, a, (3 ký hiệu các thành phần trong hệ toạ độ vuông góc, tổng được 
lấy theo chỉ số lặp lại (3. Để đơn giản, ta giả thiết cả E lẫn j đều nằm trên 
phương X. Khi đó ta chi phải tính ơ xx (sau này sẽ bỏ qua các chỉ số cho 
gọn). Việc mở rộng tính toán cho các thành phần ơ a 0 khác là rất đơn giản. 

Thường thì cả E lẫn j thay đổi không đáng kể trên khoảng cách mà ta 
quan tâm. Khi đó, sau khi đưa E ra khỏi dấu tích phân theo r' rồi trung bình 
theo r, ta có thể viết lại (1.43) dưdi dạng 

roo 

j (t) = dr ơ (t) E {t — t) , (1.44) 

J 0 


ja(r,t) = 1 
Jn 


trong đó 


ơ (r) = — J dr dr'ơ (r, r'; r) 


(1.45) 
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Biến đổi Fourier của (1.45) cho dạng phụ thuộc tần số của độ dản: 

ơ (lơ) = í cỈTơ(T)e luJT . (1.46) 

J 0 

Trong trường hợp, khi điện trường có dạng 

£ (í) = F e~' u ' í + F’ e*" 4 , (1.47) 

thì theo (1.44) và (1.46), ta có 

j (t) = ơ (lơ) Fe~ lu)t + ơ (-Lơ) F*e luJt . (1.48) 

VI mật độ dòng j phải là một đại lượng thực nên từ j* = j và với j (t) 
ở (1.48), suy ra 

ơ (—Lơ) = ơ* (u) . (1.49) 

Hệ thức này ngụ ý, phần thực của độ dản, ƠI = Re {c r}, là hàm chẵn 
cùa tần số (ơi (lơ) = ƠI (—Lơ)), còn phần ảo, Ơ 2 = Imịc r}, là hàm lẻ 
(ơ 2 (—Lơ) = —Ơ 2 (lơ)). Giữa phần thực ƠI (lơ) và phần ảo Ơ 2 (lơ) có hộ thức 
(Economou 1983): 


Ơ2 (lơ) ■■ 


í áơJơ2 (lơ') 

' Lơ' -Lơ ’ 

(1.50) 

d Lơ'ƠI (lơ') 1 A 

í ,) 1 — i,Ị i,Ị 

(1.50’) 


trong đó p ngụ ý tích phân theo nghĩa trị chính (xem B1.3), iA là thặng dư 
của ơ (lơ) tại Lơ = 0 (nếu có). Nhờ các hệ thức này ta chỉ cần tính một trong 
hai đại lượng, ơị hoặc Ơ 2 . 

Do tính nhân quả, ơ (r) chỉ khác không với T > 0 (xem định nghĩa 
(1.43)). Sử dụng điều kiện này, từ (1.46) suy ra rằng, hàm ơ (lơ) là giải tích 
khắp nơi trong bán mặt phảng phức trên, Im. {uj} >0, trong đó có thể loại 
trừ điểm Lơ = 0. 
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1.6.2 Công thức Drude 


Lý thuyết đơn giản nhất về phản ứng của hệ đối với một điện trường 
ngoài biến đổi là mổ hình Drude (Drude 1900). Giả thiết cơ bản của mô 
hình này là xem electron là tự do. Khi có điện trường ngoài F.e lujt , vận 

tốc của electron thay đổi tuần hoàn với cùng tần số LU. Giả sử trong quá 

trình chuyển động, ngoài điện trường, electron còn chịu một lực "ma sát" 
- m v/t, mà trong đó m là khối lượng, V là vận tốc của electron, và r có thứ 
nguyên thời gian (thời gian hồi chuyển). Phương trình chuyển động Newton 
có dạng 

m V _ _ 

— iujmv = ——— + eF. (L51) 

T 

Theo định nghĩa, mật độ dòng điện là j = nev . Với V rút ra từ (1.51) ta có 
thể viết j dưới dạng j = ơ (lu) F, với 


ơ(ul) = 


n è 2 r 

m (1 — i LU t) 


(1.52) 


Đây là công thức nổi tiếng Drude. Hai trường hợp giới hạn của nó là 

_ 9 _ 

' 77 P: T 

ơ (0) = (1.53) 

m 

đối với dòng không đổi, và 


ơ(u) 


. ne 2 

^ 00 1 


0.54) 


với trường hợp tần số cao. 

Công thức Drude được sử dụng rất rông rãi, mô tả tốt nhiều kết quả thực 
nghiệm. Tuy nhiên, ý nghĩa của thời gian r cũng như cách xác định thời 
gian này chỉ có thể tìm thấy trong một lý thuyết hoàn thiện hơn, đó là hình 
thức luận Boltzmann. 


1.6.3 Hình thức luận Boltzmann 

Tán xạ làm thay đổi vectơ sóng của electron, k —► k'. Gọi /o (k) là hàm 
phân bố Fermi khi không có điện trường, thì khi có điện trường đồng nhất 
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s hàm phân bố có thể biểu diễn dưới dạng: 

/(k) = /„(k)-||.cr(k)(vf) , (1.55) 

trong đó E là nàng lượng, V là vận tốc nhóm của electron. Đại lượng T (k) 
gọi là thời gian hồi chuyển động lượng (momentum), được định nghĩa qua 
xác suất w (k, k') để trong một đơn vị thời gian electron chuyến từ trạng 
thái k sang k': 

T" 1 (k) = w (k, k') (1 - cos 0) (1.56) 

k' 

với 9 là góc giữa k và k'. 

Theo định nghĩa, mật độ dòng là: 

j = “ựv/(k)dk. (1.57) 

Thay vào đây / (k) từ (1.55), ta có 

j = -ả/ 7(k) a§ v(vf)dk - 

Với thành phần a của mật độ dòng j trong hệ trục vuông gốc ta có thể viết 

Ja = ^ ^ ơq/3 £ị3 ì (1.58) 

Í3 

trong đó tenxơ độ dẫn điện ơ a(3 được xác định bằng 

ơ c,ạ =j T{k)^ v a v B dk . (1.59) 

ở đây, vận tốc nhóm V = (1 /h) ÕE (k) /ỡk, T (k) là thời gian hồi chuyển 
(1.56). Một khi đã biết cấu trúc vùng E (k), thì việc tính ơ quy về tính r (k) 
vái từng cơ chế tán xạ cụ thể. Số hạng cos 9 trong (1.56) liên quan với việc 
tính đến sự bất đẳng hướng của tán xạ (tán xạ góc nhỏ thường ảnh hưởng 
đến điện trở yếu hơn tán xạ góc lớn!). Nếu tán xạ là đẳng hướng (chảng 
hạn tán xạ tâm điểm) thì sau khi lấy trung binh, số hạng cos 9 sẽ không còn 
nữa. Một cách gần đúng, r có giá trị như khoảng thời gian chuyển động tự 
do trung bình của electron và liên quan với quãng đường tự do trung bình p 
bằng hệ thức v F r = £, trong đó V F là vận tốc Fermi. 
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1.6.4 Công thức Kubo-Greenwood 

Ioffe và Regel (Ioffe and Regel 1960) chỉ ra rằng hình thức luận Boltz- 
mann trở nên vô nghĩa khi kC < 1 (tức là khi í' cỡ hằng số mạng), vì khi đó 
k không còn là một số lượng tử tốt nữa. Điều này thường xảy ra ở các vật 
liệu không có cấu trúc tinh thể, bán dẫn pha tạp, tinh thể lỏng ... Với các 
trường hợp này, thay cho hình thức luận Boltzmann ta phải dùng công thức 
Kubo-Greenwood. Dưới đây, ta dẫn ra công thức tổng quát này. 

Công suất của mật độ dòng j trong điện trường £ trong thể tích là 
p = í ĩ ( £ j ). Ở đây, ta quy ước £ và j đều dọc theo trục X, gạch ngang ở 
trên ngụ ý trung bình theo thời gian. Sử dụng £ (1.47) và j (l .48) vói chú 
y ơ (uc/) — ơ 1 (oj ) + iơ -2 (uẠ trong đó ơ\ (lư) là hàm chần còn ơ -2 (uj) là hàm 
lẻ, sau khi trung bình theo thời gian í, ta có 

P = 2ÍÌ |F| 2 ơiM . (1.60) 

Mặt khác, công suất p có thể tính bằng 

p = 'y ^ PịiaPaậ = 2 ^ V Ep a {'Pafi — Pị3oÌ) • (1*61) 

a,0 ajì 

trong đó Eị 3 a = hujp a = Ep — E a là năng lượng do hệ hấp thụ khi trạng 
thái electron chuyển từ |a) sang 1/7) dưới tác dụng của điện trường; Pa (3 là 
bước (rate) chuyển. Trong tổng (1.61) đã bao hàm cả spin. Đại lượng p al 3 
có thể xác định bằng: 


Paị3 = ỉa (1 — / 9 ) ^q/3 • (1.62) 

Ở đây, fa = / (E a ) là hàm phân bố Fermi, còn xác suất W aỊ 3 có thể tính 
theo quy tắc vàng Fermi: 

W aS = 2 7\{ a \H ì \f})\ 2 6{E e -E a ) (1.63) 

với nhiễu loạn H 1 trong bài toán đang khảo sát là 


Hi (t) = ex £ (t) . 


(1.64) 
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Việc xem H\{t) (1.64) là nhiễu loạn ngụ ý ta đang làm việc trong gần đúng 
tuyến tính. 

Đặt (1.62) (1.64) vào (1.61) rồi cân bằng kết quả nhận được với (1.60), 
ta rút ra 

Ơ1 = (/« - h) ỏ (lỉu- f>u a „) . 

a,fl 

Sử dụng hệ thức p x = m dx/dt = im, [',Hx — xH] /h và do đó ( a I p x \ ịd) 

= ỉmuOỹa (a |. t | Ị3), ta viết lại biểu thức trên của phần thực ơị ( LO ) của độ 
dẫn dưới dạng: 

Vi(u) = ^Yl\(a\p x \ỉ3)\ 2 ỉ?XẨâ6 (hu-h^) . (1.65) 

i 1 771“ z — f L0 3a 

a,0 p 


Phần ảo ơ -2 {lo) được tính qua ƠI (u) bằng sử dụng hệ thức (1.50') với chú ý 
là, hằng số A có thể xác định bằng cách yêu cầu ơ 2 (tư) thoả mãn giới hạn 
iơ 2 {lo) —> (1.54) khi LO —> 00 . Ta nhận được A = e 2 n/m. Kết hợp ơ 2 (cj) 
tính được với (1.65) ta nhận được công thức Kubo-Greenwood 


ơ{u) 


(í-á g^ 

„• e2 ^l/,.LI/3\|2 f a -fí3 


ÍỈ771 2 


K« \Px\0)\ 


L0 -\- l ỗ 

1 


q,/3 


h<jOạ Q L0fl a — LO — iỗ 


, ô — 0 + 


( 1 . 66 ) 


Số hạng e 2 n/m thường được gọi là phần nghịch từ của độ dẫn. Phần còn lại 
của ơ {uo) (1.66), gọi là phần thuận từ, có thể viết dưới dạng 


ơp (u) = -ỉ- 


;DHp*I/3)I 


2 /,. - h 


0J(3a 


■ iỗ 


(1.67) 


Edwards (Edwards 1958) chỉ ra rằng, nếu tán xạ là yếu thì công thức Kubo- 
Greenwood cho lại chính xác các biểu thức (1.59) với T (k) (1.56) trong 
hình thức luận Boltzmann. 
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Thảo luận bổ sung và bài tập 


Bl.l Với hệ electron tự do hai chiều (two dimensional 2D) và một chiều 
(one dimensional 1D), tương ứng với (1.6) và (1.7), ta có 


k F 


P{E) = 


I y/ĩĩrn (2 D) 

\ Tĩĩì ( 1 D) 

ị m/ĩĩh 2 (2 D) 

X (y/2rn/2ntì) E~ ỉ/2 (1 D) . 


( 1 . 68 ) 

(1.69) 


Tại ngưỡng vùng, E = 0, trong khi với ba chiều p(E) (1.7) là liên 
tục, với 2 D p (E) (1.69) là gián đoạn, còn với 1 D hàm p ( E) có kỳ 
dị dạng 1 / y/Ẽ. 

B1.2 Trong các phương trình Hartree hay Hartree-Fock tham số E l được 
tính trong sự phụ thuộc vào phân bố trung bình của tất cả các electron 
j Ỷ Do đó, nói một cách chính xác, E l không phải là năng lượng 
một electron. về ý nghĩa của các tham số này Koopmans (Koopmans 
1933) đã chứng minh định lý sau (Định lý Koopmans): Nếu giả thiết 
rằng các hàm sóng một electron không thay đổi khi ta rút ra khỏi 
hệ khảo sát một electron i bất kỳ, thì hiệu các năng lượng toàn phần 
trước, E ( N ), và sau khi rút bớt electron i, E (N — 1), sẽ cho chính 
xác tham số Ep E l = E ( N) — E (N — 1). 

B1.3 Để nhận được các hệ thức (1.50) ta phải sử dụng tính giải tích trên 
nửa mặt phẳng trên của độ dẫn ơ (uj) và đồng nhất thức 

lim —— = p ( ^ ) q= iĩTÔ(x) . (1.70) 

yEõ + x±iy \xj 

Đổng nhất thức này sẽ thường xuyên sử dụng trong các chương sau. 

B1.4 Tun hàm riêng và trị riêng của phương trình 


K 2 d 2 , ^ 

2 m-d7^ k = Ek ^ k 
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với điều kiện biên (0) = ĩpk (Na) = 0, trong đó (ỉ là hàng số mạng. 
N là số nguyên tử trong mạng 1 chiều. Có bao nhiêu giá trị cho phép 
của k' trong vùng Brillouin thứ nhất? 

B1.5 Hãy chứng minh định lý Bloch: Nếu thế V (r) là tuần hoàn với chu 
kỳ mạng thì lời giải của phương trình (1.13) có dạng (1.14) 

B1.6 Cho mạng một chiều các nguyên tử với hằng số mạng CI. Mỗi nguyên 
tử nút mạng được biểu diễn bằng một thế delta: V (x) = aV n ỗ(x). 
Hãy: (a) xác định độ rộng khe năng lượng giữa các vùng trong gần 
đúng electron gần tự do; (b) tính độ rộng của vùng năng lượng thấp 
nhất trong gần đúng liên kết mạnh. 

Trả lời: 

(a) Các khe như nhau với cùng độ rộng A = 2Vo- 

(b) w = 4 (aVo) 2 me~ an/h2 với Q = -aVom/ti 2 . 



Chương 2 


Hàm Green của các phương trình 
vi phân tuyến tính 


Trong Vật lý ta thường phải giải bài toán tìm trường tại điểm r gây bởi 
một nguồn (điện, nhiệt ...) có kích thước hữu hạn và mật độ p (V) nào đó. 
Nếu G (r, r') là trường tại r gây bởi một nguồn điểm tại r', còn trường 
cung tại r gây bởi toàn bộ nguồn với mật độ p (r') là bằng tích phân của 
G (r, r')p (r') trên toàn bộ miền phân bố của nguồn, thì hàm G (r, r') chính 
là hàm Green (Green 1828). 

Hoặc, bài toán điều kiện biên: nếu G (r. r') là trường tại điểm r nằm 
ngoài mặt biên trong trường hợp giá trị biên bằng không khắp nơi trừ tại một 
điểm r', còn trường cũng tại r trong trường hợp giá trị biên là ĩp (r') nào đó 
là bàng tích phân của G (r, r') ìị) (r') trên toàn mặt biên, thì G (r. r') cũng 
là hàm Green. 

Hai bài toán trên có sự tương đồng nếu ta xem mặt biên như một nguồn 
có phân bố tương ứng với giá trị biên. Phương trình trường khi có nguồn là 
một phương trình vi phân không đồng nhất, trong đó số hạng không đồng 
nhất không chứa trường, mà chỉ chứa mật độ nguồn, (ví dụ, phương trình 
Poisson v 2 ự> = 4 7T p). Nếu không có nguồn thì phương trình là đồng nhất 
(ví dụ, phương trình Laplace V 2 Ộ = 0). Tương tự, vói bài toán biên: nếu giá 
trị biên không bằng không khắp nơi trên mặt biên trong bài toán Dirichlet 
(hoặc thành phần pháp tuyến không bằng không khắp nơi trong bài toán 
Neuman), thì ta có phương trình không đồng nhất (xem, chẳng hạn, Morse 
andFeshbach 1953). 
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Nói chung, hàm Green là lời giải của phương trình vi phần đổng nhất 
khắp nơi trừ tại một điếm (nguồn điểm). Trong chương này, trước hết, chung 
ta xem xét các đặc trưng toán học cơ bản của hàm Green của các phương 
trinh vi phân tuyến tính. 


2.1 Hàm Green không phụ thuộc thòi gian 

2.1.1 Định nghĩa 

Hàm Green không phụ thuộc thời gian là lời giải của phương trình vi 
phân không đồng nhất dạng 

[77 - c (r)] G (r, r'; 77 ) = ỏ (r - r') , ( 2 . 1 ) 

thỏa mãn điều kiện biên nào đó trên mặt s thuộc miền íì chứa r, r'. Trong 
phương trình này TỊ là một biến phức, còn c (r) là một toán tử vi phân tuyến 
tính, Hermite, không phụ thuộc thời gian. 

Phương trình (2.1) có thể viết lại trong kí hiệu Dirac (xem Phụ lục A): 

(ĩ) -C) G{tị) = 1. (2.D 

Toán tử c có các hàm riêng I ộn) và trị riêng E n 

c \ộn) = En I ộn) ■ (2.2) 

Các hàm riêng \ỷ n ) thỏa mãn cùng điều kiện biên như hàm Green G. Chúng 
lập thành một hệ hàm trực giao: 


(ộnịộm) = ỏnm 


và đầy đủ 


E |0n> <0n| = 1 • 


(2.3) 

(2.4) 


Lưu ý rằng, tổng theo Tỉ trong (2.4), cũng như ở các biểu thức tương tự sẽ 
gặp sau này, có thể gồm hai phần: tổng theo phổ gián đoạn và tích phân 
theo phổ liên tục. 
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Bây giờ, nếu tất cả các trị riêng của (7/ - c ) là khác không, tức là nếu 
ĩ] không thuộc phổ trị riêng của £, thì từ (2.T) và (2.4) có: 


G (TỊ) = 



1 

n - c 




K) (<?»| 

r) - E n 


(2.5) 


Đây chính là hàm Green của phương trình (2.1), trong đó \ộ n ) và E„ là hàm 
riêng và trị riêng của toán tử c. Nếu c có cả phổ gián đoạn lẫn liên tục thì 
như vừa ghi nhận ở trên, dạng cụ thể hơn của (2.5) là: 


G(ĩị) = 


y- 1 <frn) (0»l 

^ n-En 


J rì - E 


hay trong r - biểu diễn 


G(r , r': 77 ) = 

n 


à„U)ộtW) , [ jr ,é E (r) <C B ự) 

ri-k + J dE V-E 


( 2 . 6 ) 


(2.7) 


2.1.2 Tính chất 

Trước hết, từ (2.7) ta thấy hàm Green thỏa mãn quan hệ đảo (reciprocity 
relation): 

= G{r\ r; 77 *) . (2.8) 

Xem xét tiếp (2.7). Vì trị riêng của toán tử Hermite c ( E n trong tổng 
và E trong tích phân) luôn là thực, các mẫu số trong (2.7) khác không khắp 
nơi trừ những điểm trên trục thực, mà tại đó Tị trùng vái trị riêng của c. Nói 
khác, hàm Green G (7/) giải tích khắp nơi trên mặt phẳng của biến phức 77 
trừ những điểm 77 trùng với trị riêng của £, tại đó hàm Green có kỳ dị. Xét 
hai trường hợp ứng với hai loại phổ. 

Nếu ĩ] trùng vái một trị riêng gián đoạn E n của £, thi theo (2.7), tại 
điểm 77 đó hàm Green G ( 77 ) có một cực đơn giản. Như vậy, ta có thể xác 
định phổ trị riêng gián đoạn của toán tử c bằng cách tìm các cực của hàm 
Green tương ứng. Đây là một trong những kết luận quan trọng nhất trong 
ứng dụng hàm Green vào các bài toán vật lý chất rắn. Ngoài ra, tại mỗi cực 
đơn giản 77 = E n> theo (2.7), ta có thặng dư 

Res {G (??)}| £ii = 4>„ (r) 0 * (r') . 
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hay, với yếu tố chéo 

Res{G(r, r ;r;)}| £r = \ộ„ (r )| 2 , 

nghĩa là, thặng dư của hàm Green tại cực đơn giản cho ta thông tin về hàm 
riêng của c . 

Nếu 77 trùng với giá trị năng lượng bất kỳ trong miền phổ liên nạc của 
c, 77 = £\ thì hàm G ( 77 ) cũng không xác định. Tuy nhiên, tại các điểm lán 
cận trên 7 / + = E + I ỗ và lân cận dưới 7 ]_ = E — ỉ ỗy hàm G ( 77 ) luồn giải 
tích, dù ỗ nhỏ bao nhiêu cũng được (ố > 0). Từ nhận xét này suy ra ta có 
thể, thay cho G (E), định nghĩa các hàm giới hạn: 

G + (r. r'; E) = lim G (r. r'; E 4- ỉ ô) , (2.9) 

G~ (r. r': E) = lim G (r, r'; E — lô) . (2.10) 

Hai hàm giới hạn này đều tồn tại, nhưng không bằng nhau. Điều này cũng 
có nghĩa là, ở hàm Green G ( 77 ) có một cắt nhánh (branch cut) dọc theo trục 
thực. Mặt khác, ta biết, các trạng thái ứng với phổ liên tục thường là các 
trạng thái lan truyền. Như vậy, trong khi cực đơn giản của hàm Green mô 
tả trị riêng gián đoạn tương ứng trạng thái định xứ, thì cắt nhánh mô tả phổ 
liên nạc tương ứng trạng thái lan truyền. 

Từ hệ thức đảo (2.8) và các định nghĩa (2.9), (2.10) ta có: 

G~ (r, r'; E) = [G + (r', r; E)Ỵ ( 2 . 11 ) 

hay 

Re {G _ (r, r'; E)} = Re {G+(r'. r; £)} . (2.12) 

Im{G-(r, r'; E)} = - Im {G + (r', r; É)} . (2.13) 

Đổng thời với các hàm giới hạn G*, ta cũng sẽ quan tâm đến đại luợng 
Ờ (r, r'; E) = G + (r, r'; E) - G~ (r, r 7 ; E) . (2.14) 

Theo (2.12) và (2.13), 

Ỡ (r, r'; E) = 2 ilm {G + (r,r';l?)} = - 2 ilm {G~ (r, r'; E)} . (2.14') 
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Sử dụng các hệ thức (2.5), (2.9), (2.10) và đồng nhất thức (1.70), ta có thể 
viết tiếp 


Ỡ(r. r: E) = -2 7TI Ỵ2 s {E - En) ậ n {r) ộ* n ( r') . (2.15) 

n 


Các hàm G ± và G định nghĩa ở trên có quan hệ trực tiếp với mật độ trạng 
thái, là đại lượng quan trọng nhất trong vật lý chất rắn. Để thấy điều này, ta 
sử dụng đồng nhất thức (1.70), viết các yếu tố chéo của G ± dưới dạng 


G ± (r. r; E) = 




Ỵ- ộn (r) 4>* n (r) 

„ E ~ E " 

ỉ 7T E 5(E- E n ) ệ n (r) (r) , 

n 


(2.16) 


trong đó p là ký hiệu trị chính. 

Hay, sau khi tích phân theo r 

Tr G±(£) = p£^-L^: F j 7 r£«5(£-.E„) . (2.17) 

n n 

Tr là ký hiệu lấy vết Tr = ( n \ ■ ■ • l n ) |w) là một hệ đầy đủ nào đó. 

Theo định nghĩa, đại lượng N (E) = ỏ (E — E n ) chính là mật độ 
trạng thái (số trạng thái trong một đơn vị năng lượng). Như vậy, hệ thức 
(2.17) cho phép xác định mật độ trạng thái N (E) qua các hàm giói hạn G + 
hay G ~: 

N (E) = =F 2 Im ỊlVG* (£)} . (2.18) 

Đối với mật độ trạng thái trên một đơn vị thể tích p (r, E), ngụ ý 
f p(r, E) d r = 7V (E) , thì dễ thấy 

p ( r - E ) = E 5 _ E ") ( r ) &U ( r ) ■ (2.19) 

n 

So sánh (2.19) vói (2.16), ta có 

p(r, E) = ĩỊlmG ± (r, r; E) . 

7r 


( 2 . 20 ) 
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Hay, theo (2.14’): 


p(r,£) = --Ị-ỡ(r, !•;£) . (2.21) 

Z7T l 

Các hệ thức (2.18) (2.21) biểu diễn mật độ trạng thái qua các hàm G ± hay 
G. Đó là những hệ thức rất quan trọng và sẽ thường xuyên sử dụng trong 
các chương sau. 

Hơn nữa, chính hàm Green G (r, r'; tị) cũng có thể biểu diễn qua G hay 
G ± . Thật vậy, sử dụng (2.5), sau đó (2.15), ta viết được: 


G{r.r'\rj) = 


</>n (r) ệ* n (r') 


= r dEj2ỏ(E- E n ) 

J-°° n 

i r °° E 

L 


<j>n (r) à* n (r ; ) 


rì-E 


G (r, r'; E) 


tỉ-E ' 

Theo (2.21), từ (2.22) ta có yếu tố chéo của hàm Green: 

,p(r, E) 


G (r, r ; ĩ}) = / CỈE 


/: 


rì-E 


( 2 . 22 ) 


(2.23) 


Bởi vì p (r, E) được tính qua G ± theo (2.20), các hệ thức (2.22) và (2.23) 
cho phép ta xác định G (ĩ)) một khi biết G* (E) hay G(E). 

Ta cũng chú ý thêm rằng, tại các điểm ĩ) nằm trên trục thực, 7/ = 
Re{ĩ]} = £ y nhưng không trùng với trị riêng của toán tử £, £ Ỷ {E 7I . E} y 
hàm Green G (r* r'; è) là giải tích và vì 7} = £ là thực nên hệ thức đảo (2.8) 
khi đó có dạng 

G* (r, r'; è) = G (r', r ; è) , 

ngụ ý G (r, r'; £) là Hermite. Riêng với yếu tố chéo thì 


G* (r, r ; e) = G (r, r; e) , 

nghĩa là, tại các điểm trên trục thực mà không trùng với trị riêng của £, yếu 
tố chéo của hàm Green là thực. 
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Cuối cùng, về mặt toán học, một khi đã biết hàm Green G (r. r'; ĩ]) của 
phương trình ( 2 . 1 ), ta có thể biết lời giải của phương trình vi phân không 
đồng nhất tổng quát tương ứng: 


ỉn - £ (r)] ự (r, n) = f (r), (2.24) 


trong đó số hạng không đồng nhất / (r) là một hàm đã cho, còn hàm phải 
tìm p (r . 77 ) thỏa mãn cùng điều kiện biên trên mặt s như hàm G ở (2.1). 
Thực hiện các biến đổi tương tự như đã làm với (2.1) ta dễ thấy lời giải của 
(2.24) có dạng: 


/ f / G (r, r'; 77 ) f ự) íir'; nếu 77 Ỷ En 

1 f G ± (r, r'; 77 ) / (r') d r' + tfio (r, n) ; nếu 77 = E . 


(2.25) 


ở đây, E n hay E tương ứng thuộc phổ trị riêng gián đoạn hay liên tục của 
L,p 0 (r, 77 ) là lời giải tổng quát của phương trình vi phân đồng nhất tương 
ứng với (2.24). Tại các điểm ĩ] = E n phương trình (2.24) không có lời giải 
trừ trường hợp hàm / (r) trực giao với tất cả các hàm riêng ứng với E n . về 
ý nghĩa vật lý, nếu xem hàm ự) (r) mô tả phản ứng của hệ đối với nguồn 
/ (r'), thì hàm Green G (r, r') mô tả phản ứng của cũng hệ đó nhưng đối 
với một nguồn điểm tại r'. Và, lời giải (2.25) ngụ ý, phản ứng của hệ với 
một nguồn / (r) nào đó luôn có thể biểu diễn như tổng các phản ứng vói 
các nguồn điểm phân bố theo hàm / (r). Cũng chú ý rằng, theo hệ thức đảo 
( 2 . 8 ) thì phản ứng tại r đối với nguồn điểm tại r' bằng phản ứng tại r' đối 
với nguồn điểm tại r. 


2.1.3 Ví dụ 

Hãy tìm hàm Green của phương trình (2.1) vói £ = — V 2 . Miền Sl là 
toàn bộ không gian thực. Điểu kiện biên là các hàm riêng của c phải hữu 
hạn ở vô cùng. 

Giải. Toán tử c (r) = - V 2 có hàm riêng 


(r|k) = -~=exp(ikr) 


( 2 . 26 ) 
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với trị riêng phổ liên tục 

E = k 2 . 

Hàm Green phải tìm, thỏa mãn phương trình 

(77 + v 2 )ơ(r, r'; 77) = ố (r - r') , 

theo (2.5), có dạng 

, (r|k) (k|r') _ í dk e ỉk ( r - r ') 

Tị-k 2 J (2 7r) 3 tị - k 2 


(2.27) 


(2.28) 


G(r, r'; r ì ) = '£'- 


ở đây, ta xét trường hợp hệ ba chiều. Đặt p = r - r'; 0 là góc giữa k và p, 
ta viết lại biểu thức trên 

2 7T f k 2 dk 


G (r,.r'; 7 ]) = 


x 3 [ Ị de sin Q e lk P cos 9 
(2 7r) 3 J ĩ) — k 2 J 

1 r°° k 2 dk P lkp - p- lkp 

4tt 2 Ja v-l 

1 r°° I 


1 r°° k 2 dk 

47ỉ " 2 L ĩ]-k 2 
1 r°° kd 

4 ỉ 7T 2 P J_ oũ ĩ] — 

in r>ì Yn tai ìr — 4- /ĩ 


k 2 


ik p 

ikp 


(2.29) 


Hàm dưới dấu tích phân có cực tại k = ±ựrj. Nếu 77 không phải là thực và 
không âm thì trong hai cực sẽ có một thuộc nửa mặt phẳng trên với phần 
ảo dương, lm{ựrị} > 0, còn cực kia nằm ò nửa mặt phẳng dưới với phần 
ảo âm. Tích phân trong (2.28) có thể lấy chẳng hạn theo vòng kín bao nửa 
mặt phẳng trên. Khi đó, vì thặng dư của hàm dưới dấu tích phân tại cực đơn 
giản ựrj bằng - exp (iy/ỹp) /2, ta có 


G (r, r'; 77) = 


ếl7T 2 p 


.27 TỈ 


(-*£) 


— exp (iựĩj |r - r'|) . 


(2.30) 


47T |r - r'| 

Đây chính là hàm Green phải tìm ( ỉm{y/ĩj } > 0 ). 

Nếu 77 trùng với trị riêng của V 2 (tức là 77 = E, thực, không âm), thì 
hàm G không xác định. Các hàm giới hạn (2.9) và (2.10) khi đó là 

e ±isíẼ |r-r'| 

4 7T |r — r'| 


ơ ± (r, r'; E) = 


E > 0. 


(2.31) 
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Trong trường hợp riêng, khi ĩ] = 0, phương trình khảo sát (2.28) chuyển 
thành dạng Laplace (Jackson 1967): 

V 2 G (r, r'; 0) = ổ (r - r') . (2.32) 

Hàm Green tương ứng là (2.30) với ĩ] = 0: 

G(r, r';0) = - 1 . (2.33) 

47T |r — r'| 

Sử dụng (2.33) và (2.25) ta có thể viết ngay lời giải tổng quát của phương 
trình Poisson Ợackson 1967): 


V 2 ip (r) = — Ì7Ĩ p (r) 


(2.34) 


dưới dạng 

ip(r) = Ịg (r, r'; 0) (-Aiĩp(y')) dr' + const 
Ị p (r') dr' 

— / TT 7 _/ ! + const. (2.35) 

J l r - r l 

Đây chính là biểu thức định luật Coulomb cho thế tĩnh điện tại r gây bởi 
một vật mang điện với mật độ điện tích p (r'). 


2.2 Hàm Green của phương trình chứa đạo hàm 
bậc một theo thòi gỉan 

2.2.1 Định nghĩa 


Trong tiết này ta khảo sát hàm Green g (r, r'; í, t ’) của phương trình 
chứa đạo hàm bậc một theo thòi gian dạng 


i d 
c dt 


-£(r) 


g (r, r'; t, í') = s (r - r') 




(2.36) 
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trong đó c là một hằng số dương, c (r) là toán tử vi phân tuyến tính Hermite, 
như đã giới thiệu ở trên. Liên quan với phương trình hàm Green (2.36) có 
phương trình đồng nhất 

lỉ--C(T)]<t>(T,t) = 0 (2.37) 

c ơt 

và phương trình không đồng nhất 

Í§- t -C(T)' V (i,t) = f{r,t) , (2.38) 

trong đó các hàm g (r, r' ; í, £'), ệ (r, t) và ự) (r, t) thỏa mãn cùng một dạng 
điều kiện biên. 

Trong việc xem xét hàm g (r, r'; í, £') phương pháp chung là: dùng 
biến đổi Fourier chuyển phương trình (2.36) sang dạng không phụ thuộc 
thòi gian, là dạng đã được khảo sát chi tiết trong tiết 2.1. Thật vậy, với chú ý 
rằng, các biến thòi gian t và t' chỉ xuất hiện đồng thời trong hiệu ( t - í'), ta 
đưa vào biến r = t - t r và thực hiện biến đổi Fourier hàm g(t, t') = g(r): 

9 (t) = Ị°° ^ e- iur g (w) . (2.39) 

Thay (2.39) vào (2.36) ta nhận được phương trình đối với g (aj)\ 

(^ - £) 9 M = á (r - r') . (2.40) 

Trong hai phương trình trên để gọn ta không viết rõ các biến r. r' của hàm 
g. Điều quan trọng là phương trinh (2.40) sẽ trùng chính xác với phương 
trình (2.1) nếu trong (2.1) thay TỊ bằng Lư/c. Điều đó có nghĩa là hàm g trong 
(2.40) chính là G (ĩị) trong (2.1) với 7} = u/c : 

g(u) = G(uj/c) . (2.41) 

Hàm G ( T)) đã được xác định ở tiết trôn. Như vậy, hộ thức (2.41) cho phép 
xác định g (c<;), rồi sử dụng (2.39) ta có thể nhận được g (r) cùa phương 
trình (2.36). 
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2.2.2 Tính chất 

Cũng như hàm G (rĩ), hàm g (u) (2.41) giải tích khắp nơi trừ một số 
điểm gián đoạn hay cắt nhánh trên trục thực. Hệ quả của điều này là tích 
phân (2.39) không thể lấy trên trục thực. Thay vì, ta định nghĩa các hàm 
giới hạn 

trong đó p là đường tích phân nào đó, tiến tới giới hạn trục thực Pq của mặt 
phẳng LJ. Rõ ràng, có vô số cách chọn con đường p, nhưng về mặt vật lý 
chỉ có hai cách chọn có ý nghĩa như chi ra trên hình 2. la và 2.1b. Hai hàm 
giới hạn tương ứng với hai cách chọn này là 

9 + (r) = /” Ế G+ Wc) e- iur ; (2.43) 

g- (r) = J°° 'P G~ ụ/c) e -" T , (2.43’) 

trong đó G ± (u/c) là các hàm giới hạn đã định nghĩa ở (2.9), (2.10). Theo 
định nghĩa này và theo hệ thức giữa G + và G~ (2.11), ta có: 

g- (r, r'; r) = [g + (r r , r; -r)]* . (2.44) 

Đồng thời, tương tự như Ở (2.14), ta cũng định nghĩa hàm g (r) với 
đường lấy tích phân như trên hình 2.1c: 


9(t) =g + (t) 

-9 ( T ) • 


(2.45) 

g + ( T ) <=> * 

- - Re {co} 

(a) 


r(T) <=> ^ 

• — - — Re {co} 

(b) 


~ (T) <=> -5---Ì 

Re {co} 

(c) 



Hình 2.1: (a) - (b) - (c). 


Để ý là, với T > 0 (hay < 0) ta có thể đóng kín đường tích phân đối với g ± 






44 


Chương 2. Hàm Green của các phương trìnhvi phán tuyến tính 


bằng nửa hình tròn vô hạn trong nửa mặt phẳng dưới (hoặc trên). Từ nhận 
xét này và định nghĩa (2.45), suy ra 

9 ± (t) = ±6 (± r) g (r) , (2.46) 


ở đây 8 (r) là hàm bậc thang (Heaviside hinction): 


8(r) 


-{ 


1 nếu T > 0 
0 nếu T < 0 . 


Phối hợp (2.43), (2.45) với định nghĩa Õ (2.14) rồi (2.15), ta có thể biểu 
diễn g (r) qua hàm riêng ộn (r) và trị riêng E n của toán tử C: 

/ oo J 

— e~ ilJr õ (uì/c) 

= ~ 2ĩri J 

= -ic^e- ic£ » T 0 n (r)ự,;(r') . (2.47) 

n 

Trong trường hợp với r = 0, hệ thức trên có dạng đơn giản: 

9 ( 0 ) = -icỗ(r-r') 


Để thấy thêm ý nghĩa của hàm Green g, ta viết lại (2.47) trong ký hiệu 
Dirac: 

g(r) = —ice~ icCr 1^) (^n| = -icexp(-icCT) . (2.48) 

n 

Chú ý là, toán tử 

Ư (t — t') = exp [—icC ( t - t')] (2.49) 

chính là toán tử tiến hóa, hay toán tử truyén (propagator) với ý nghĩa: 


ịệ(t))= U{t-H) |^(í')> , 


(2.50) 
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trong đó \ộ (/)) là lời giải của phương trinh đồng nhất (2.37). So sánh (2.48) 
và (2.49), suy ra hệ thức giữa hàm Green g và hàm truyền u: 

Ư(t -t')= - g (t - t.') . (2.51) 

c 

Như vậy, hàm g có ý nghĩa của một hàm truyền. Và, vì toán tử u có 
tính chất 

u (t\ — t 2 ) = u (tị — t 3 ) u (t 3 — t 2 ) , 

nên hàm Green g cũng có tính chất như vậy. Một hệ quả quan trọng của hai 
hệ thức (2.50) và (2.51) là lời giải ộ (r, t) của phương trình vi phân đồng 
nhất (2.37) có thể biểu diễn qua hàm Green g (r, r'; í, t') của phương trình 
(2.36) dưới dạng: 

ộ (r, t) = - Ị g (r, r'; í, t') ộ (r', t ! ) dr' . (2.52) 

Tất nhiên, bằng hệ thức (2.46), trong biểu thức trên ta có thể dùng g ± thay 
cho g. 

Ngoài ra, ta cũng có thể biểu diễn lời giải của phương trình vi phân 
không đồng nhất (2.38) dưới dạng tổng của lời giải tổng quát của phương 
trình đồng nhất tương ứng ộ (t) và một lời giải riêng xác định qua g + hay ậ 

ip (r, t) = ộ (r, t) + J dr' dt' g + (r, r'; t — ị’)f (r', t') . (2.53) 

Lưu ý rằng, phản ứng của hệ ở thời điểm t phụ thuộc chỉ vào trạng thái của 
nguồn ở thời điểm trước đó, t’ < t. Điều này xác định cận của tích phân 
theo t' trong (2.5£là từ —oo đến t. 

2.2.3 Ví dụ 

Tìm hàm Green của phương trình (2.36) cho trường hợp C — — V 2 , 

(cẳ + v2 ) ỡ(r - r ' ; M') = <5(r-r')<5(t-t') . 


(2.54) 
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Giải. Ta chỉ cần tính ộ là đủ vì các hàm khác có thể tính qua g. Vì hàm 
riêng của c là ộ (r) = e ikr /vTĨ và trị riêng là E = k 2 , theo (2.47) ta có: 

p —i k(r-r') 

j(r, r';r) = -icỴ^ -^- .e- ,ck2r 

k 

= —ic Ị ^ ■ exp (zkp — ick 2 r) , 

trong đó D là số chiều, p = r - r'. Để ý, k p = £3° kj Pj ; k 2 = k?, 

ta viết lại biểu thức trên 



Đây là hàm Green cần tìm. Từ hàm này ta có thể tính g ± theo (2.46). Theo 
(2.52) hàm g (2.55) cho phép ta nghiên cứu tiến hóa, chẳng hạn, của một 
bó sóng cơ tự do. 


23 Hàm Green cửa phương trình chứa đạo hàm 
bậc hai theo thòi gỉan 

2.3.1 Định nghĩa 

Trong tiết này ta khảo sát hàm Green thỏa mãn phương trình chứa đạo 
hàm bậc hai theo thời gian dạng 

Jj 2 “ £ ) 9 (r, r'; t-t') = 5( r - r') SỤ- 0 , 


(2.56) 
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trong đó c là một hằng số dương, c (r) là toán tử vi phân tuyến tính Hermite, 
như đã đề cập ở các tiết 2.1,2.2. Liên quan với phương trình (2.5Ố) có phương 
trình đồng nhất 

< 157 ’ 

và phương trình không đồng nhất 

(~Ặ ỹjĩ - <p ( r ’ i ) = ỉ ( r ’ Ể ) • ( 2 - 58 ) 

Các hàm g (r, r'; t — t'), ộ (r, t) và ip (r, t) thỏa mãn cùng một dạng điều 
kiện biên. 

Để tìm hàm Green g của phương trình (2.5Ố), tương tự như ở tiết trên, 
phương pháp chung là, dùng biến đổi Fourier chuyển phương trình này sang 
dạng không phụ thuộc thời gian. Thật vậy, với T — t — t', bằng biến đổi 
Fourier (2.39): 



ta chuyển phương trình (2.5Ố) về dạng phương trình không phụ thuộc thời 
gian (2.1) vói ĩ] thay bàng L 0 2 /c 2 : 

(w 2 /c 2 - £) 9 M = <5 (r - r ') • (2.59) 

Thành thử, ta có thể viết ngay 

g(Lũ) = G(Lũ 2 /c 2 ) , (2.60) 

trong đó G {ĩ]) là hàm Green của phương trình (2.1). Đặt (2.60) trở lại biến 
đổi Fourier (2.39) ta nhận được hàm Green g (r) của (2.56). 

2.3.2 Tính chất 

Ta biết hàm Green G {u 2 /c 2 ) giải tích khắp noi, trừ những điểm mà ở 
đó Lũ 2 /c 2 trùng với trị riêng E của c. Vì E có thể dương hay âm, các điểm 
kỳ dị Lú = cy/Ẽ có thể nằm trên cả trục thực lẫn trục ảo của mặt phẳng phức 
LU. Ở đây, ta sẽ giới hạn chi xem xét trường hợp, khi các điểm kỳ dị của 



48 


Chương 2. Hàm Green của các phương trìnhvi phán tuyến tính 


g(uỉ) = G (uu 2 /c 2 ) nằm trên trục thực. Khi đó, vì tích phân (2.39) không 
xác định trên trục thực, tương tự với (2.42) ta phải xét các giới hạn: 

# (p) (r) = lim [ -^-g(tu) e~ luJT = lim [ ịy- G [lu 2 /c 2 ) e~ luJT . 

v ' p“p 0 J 2tt y v ' P-Po J 2tĩ k ' ' 

Trong số các con đường p có thể, chi có 3 con đường như mô tả trên hình 
2.2 a, b và c là đáng quan tâm về mặt vật lý. Tương ứng với ba con đường 
này có 3 hàm Green (2.61)_(2.63), theo thứ tự, ký hiệu là: 


s‘~ (co) <=> -r - --r*— -V Re{ 0 )} (a) 

«*((0) <=> - -- - - - - - - - - rg (b) 

g A (Cú) .-V. (c) 

g(co) ... J ĩ - (d) 

«Tco) <=> .(e) 

r«0) ^ .(0 

g (co) <^> - - - .*- Re{0)} (h) 


Hình 2.2: Các đường tích phân trong mặt phảng lu: 

(a) (h) cho tương ứng các hàm Green (2.61)-(2.67). 

g c (lú) = lim G + iô^j = G + [ú 2 /(?) = ^lim g (lú + i ỗ q (lu)) , 

(2.61) 

g R (Lu) = ^lim G + 2 ốg(cj)^ = ^lim g(uu + iỗ) , (2.62) 

g' 4 (<j) = ^lim G - i ỗq (lu)^ = lim g (lu — i ỏ) , (2.63) 

trong đó q (x) = 6 (x) — 6 (- x) = 1 nếu X > 0 và -1 nếu X < 0. Ba hàm 
này là các hàm cơ sở. Hàm g c thường gọi là hàm Green nhân quả, hay đơn 
giản là hàm Green với ký hiệu g. Hàm này được sử dụng rộng rãi nhất. Hàm 
g R gọi là hàm Grẽen trễ (retarded): g R (r) = 0 khi T < 0. Hàm g A gọi là 
hàm Green sớm (Advanced): g A (r) = 0 khi T > 0. 
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Từ ba hàm cơ sở (2.61) (2.Ố3) ta có thể định nghĩa các hàm khác, tương 
ứng với các đường tích phân từ (d) đến (h) trên hình 2.2: 


g (lơ) = G (u 2 /c 2 ) = lim g (u — i ỗ q (u)) , (2.64) 

( 5 —> 0 + 

9 > = 9 - g A . (2.65) 

9 < = 9 - 9 R , (2.66) 

9 = 9 R - 9 A = g > - ổ < ■ (2.67) 

Chú ý là, các đường tích phân trên hình 2.2 có thể đóng kín theo nửa mặt 
phẳng dưới (hay trên) khi T > 0 (hay < 0). Từ đây, trực tiếp suy ra các hệ 
thức sau 

9 (t) = 6 (t) g > (r) + 0 (-r) 5 < (r) , (2.68) 

9 R (t) = 0(t)§(t), (2.69) 

g A (r) = -9(-t)s(t), (2.70) 

S(t) = -0 (t) g K (t) - 0 {-t) g > (t) . (2.71) 


Từ (2.67) - (2.71) rõ ràng là, nếu biết g > và ta có thể xác định tất cả các 
hàm khác. 

Hơn nữa, các hàm Green g, g ở trên đều có thể biểu diễn qua các hàm 
Green không phụ thuộc thời gian G,G ± và Ỡ, để rồi có thể biểù diễn tiếp 
qua các hàm riêng, trị riêng của toán tử c. Chẳng hạn, 

g> (r, r';r) = ị 00 g e— G + ự/ê) + £ g e -^G- ự/â) 

= [^e-^[G+ựlê)-G-ựlê)] 

= Ị ữ 7^e- iUT 2iriY^6(u) 2 lc 2 -E n )ệ n (r) ệ' n ự) . 

ở đây, ta đã sử dụng hộ thức (2.15) cho Ỡ. Tích phân trên có thể tính bằng 
cách viết Ị du =.c 2 f (1/2 u) d (u 2 /c 2 ), rồi sử dụng tính chất của hàm delta. 
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Kết quả cho, 

g > (r, r'; r) = _ ^ . exp (-ĨC v^t) , (2.72) 

trong đó ựKn > 0. 

Bằng cách tương tự, ta có: 

5 < (r, r'; t) = - . exp (icv^r) . (2.73) 

n V 77 

So sánh (2.72) với (2.73) cho ta hệ thức 

9 < (r, r'; t) = - [g> (r', r; r)]* . (2.74) 

Từ g > và g < nhận được, ta có thể viết các biểu thức tương tự cho các 
hàm Green khác. Chảng hạn, theo (2.67), (2.72) và (2.73), 

9 (r, r'; r) = sin ịcựẼ^T S ) . (2.75) 

Lưu ý là, các hệ thức trên sẽ gọn hơn, nêu ta viết chúng dưcti dạng toán tử. 
Chảng hạn, vái (2.75): 

sin í c \f~Cr ) 

9 ( 7 ) = - c- ±-ỵ =—; T = t-t’ (2.76) 

(£ là toán tử trong (2.56) với hàm riêng ệ n (r), trị riêng E n ). 

Cuối cùng, dễ dàng kiểm tra các biểu thức sau đây đôi vói lời giải cùa 
phương trình đổng nhất (2.57): 

<f>(r,t)= “ Ị dr'g (r, r'; t — t')ỷ (r', t') 

J dr'g(r, r'; t - t')ệ( r', í') , (2.77) 

và lời giải của phương trình không đồng nhất (2.58): 

ip(r,t) = 0(r, í) + Ị dr’ dt'g R (r, r'; t — t') / (ì*', t f ) 

= ộ(r ,£)+ í dr' í dt'g (r,r'\t - i') f (r',t') .(2.78) 
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Trong (2.77), dấu chấm trên các ký hiệu ngụ ý đạo hàm theo i, còn ậ ( t') là 
dộ/dt với ỉ = t'. Trong (2.78), hàm 0 (r. t) chính là lời giải tổng quát của 
phương trinh đồng nhất tương ứng, hàm g R ngụ ý rằng, phản ứng ¥>(«•, 0 
tại t phụ thuộc vào trạng thái của nguồn / (r. t 1 ) ở ỉ' < t. 

23.3 Ví dụ 

Tìm hàm Green của phương trình (2.56) với c = — V 2 . 

Giải. Ta chỉ cần tìm g > và g < là đủ. Theo biểu thức (2.72), ta có 

9> {T) = [ ẽ ^ e ~^ T ( G+ ( a,2/c2 ) - G ~ ^ 2 / c2 )) • 

Biết 

G±{£)= ( _ 4^)- exp ( ±í ' /Ẽp ) 

(xem (2.31) với p = ịr — r'| ; y/Ẽ , E > 0), ta viết được: 

•’ <'’• T) - - ĩh [ £ (2J9) 

Sử dụng kết quả này và hệ thức (2.74), ta có tiếp: 

Ta sẽ tính cụ thể, chẳng hạn, hàm g . Thay (2.79) và (2.80) vào (2.67), được: 



_ ĩ f (piu(p/ c +T) _ ìuj(p/c-t)\ 

47rpJ_ 00 27T [ j 

= j^;[<Hp/c + t)-ố(p/c-t)] 

= 4^ [ỗ (p + cr) - ỗ (p - cr)] . 


(2.81) 
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Ở đây, ta vản dùng các ký hiệu quen thuộc : p = |r — r'| và T = t - t '. 

Từ các kết quả trên, theo (2.69) và (2.70), ta có thể viết tiếp ngay các 
hàm g R và • g A : 

• 5>,r';í-í') = - *(|r-r'| - cự - 0) , (2-82) 

g A (r,r'-t-t') = - ^Ị <S(|r-r'| + cịt-t')) , (2.83) 


Các kết quả nhận được có ý nghĩa vật lý rất rõ ràng. Hàm g R mô tả sự chậm 
của tương tác: trạng thái của nguồn điểm tại (r \t') chỉ quan sát được ở r 
sau một khoảng thòi gian (t - t') = |r - r'| /c. Hàm g A ngược lại, mô tả 
hiệu ứng sớm. Thay (2.82) vào (2.78) ta có lòi giải của phương trình không 
đồng nhất [(— 1 /c 2 ) d 2 /dt 2 + V 2 ] p (r, t) = / (r, t) là: 


tp(r,t) = 


ộ(r, t) - 
ộ(r, t) - 


1 Ị dĩ , dt ,6[ Ịr-r'|/c-(i-0] 

47 ĩ J p 

JL ỉ^ n^t-ịT-T^ị/c) 

47 r 7 |r - r'| 


/(r'. t) 
(2.84) 


Số hạng thứ hai trong vế phải của kết quả trên chính là biểu thức của thế 
chậm quen thuộc trong điện động lực học (xem, Jackson (1967)). 


2.4 Bài toán ứng dụng đơn giản: một hạt tự do 

Nội dung của tiết này là tổng quan vắn tắt những tính chất quan trọng 
nhất của hàm Green trong áp dụng vào các bài toán vật lý chất rắn, rồi minh 
họa bằng bài toán một hạt tự do. 

2.4.1 Hình thức luận chung 

Với các hệ vật lý, toán tử c trong (2.1) thường là Hamiltonian H của 
hệ. Phương trình hàm Green (2.1) khi đó là: 


[77 - H (r)] G (r, r'; 77) = ố (r - r') . 


(2.85) 
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Phương trinh đồng nhất tương ứng chính là phương trình Schrõdinger không 
phụ thuộc thời gian: 

{E - di) 4 j{ r) = 0 . (2.86) 

Các hàm G và iỊj thỏa mãn cùng một dạng điều kiện biên. Lời giải tỊj n (r) 
và E n của (2.86) chính là hàm riêng (ộ„ (r)) và trị riêng của c trong (2.1). 
Và như vậy, theo (2.5) - (2.7), ta có 


G(r, r'; ĩ}) = 

n 


(r) ự n (r') 
V-En ' 


hay trong kí hiệu Dirac 


G(»?) = E 

n 


Hn) (ịn\ 

rì- E n 


1 

ĩ] — di 


(2.87) 


( 2 . 88 ) 


Theo phân tích chung trong tiết 2.1, từ hàm Green (2.88) ta có thể khai 
thác các thông tin sau: 

(1) Vị trí các cực của G (ĩ]) cho các trị riêng gián đoạn của Hamiltonian di. 

(2) Thặng dư của G (r, r'; ĩ]) tại cực 7] = E n bằng 53 0) ) (r) 4 )n } (r')\ 

trong đó tổng lấy theo bậc suy biến ỉn của hàm riêng ứng với trị riêng E n . 
Như vậy, bậc suy biến của trạng thái 4>n ( r ) có thể xác định bằng: 

J dr Res {G (r, r ; E n )} = J dr dỷ (r) dn (r)* = ỉn 


hay 


fn = Tr(Res{G (£■„)}) . (2.89) 

Trong trưòng hợp của trạng thái không suy biến, /„ = 1, thì ta đơn giản có 

1>« (r) r„ ự) = Res {G (r, r'; £„)} , (2.90) 

và, đặc biệt, vdi yếu tố chéo thì 

|tMr)| 2 = Res{G(r, r; £„)} . (2.91) 
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Nếu quy ước pha của ĩịỉ n (r') tại r' = 0 là bằng không, thì từ (2.90) và (2.91) 
suy ra pha của hàm này tại r là: 

_ Res {ơ (r, 0; E n )} _ 

[ Res {G (r, r ; E n )} .Res{G(0, 0; £„)}] 1/2 

(2.92) 

Như vậy, thặng dư của hàm Green tại cực điểm cho ta biết không chỉ biên 
độ (2.91) mà cả pha (2.92) của hàm sóng. 

(3) Cắt nhánh của G {rf) trên trục thực trùng với phổ liên tục của Tí. 

(4) Mật độ trạng thái trong một đơn vị thể tích có thể tính qua các hàm giới 
hạn G ± trong miền phổ liên tục: 

p( r, E) = =F;Im {G± (r, r; E)} = - -Ị- Ỡ(r, r; E) , (2.93) 

7r Z7T l 

còn mật độ trạng thái trong toàn hệ bằng 

N(E) = ỊdTp(T,E) = ^ịĩm{ r TrG ± (E)}. (2.94) 



(5) Sử dụng các kết quả trong tiết 2.2 ta có thể viết lời giải của phương trình 
Schrỏdinger phụ thuộc thời gian 


(’ ih ĩt ~ H ) 


ịihỷ t -n) 10 (í)) =0 

dưới dạng 

trong đó toán tử tiến hóa thời gian 

r -in (t-t'Ỵ 


u (t — t f ) = exp 


(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 


Ở đây, chú ý, h trong (2.95), (2.97) đóng vai trò c 1 trong (2.37). Sử dụng 
(2.51), ta viết tiếp 


/ oo J 

ĩy- e -íw(í-í')(5( ftw ) . (2.98) 

■» 2tt 
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Tính đến hệ thức này giữa Ư (t - /') và ỹ (/ - ỉ'), ta có thể viết lại (2.96) 
trong r-biểu diễn 

lị' (r. /) = /' h j g (r. r'; t — t ! ) ị' (r'. ư) dr f . (2.99) 

2.4.2 Bài toán một hạt tự do 

Ta áp dụng các kết quả trên cho bài toán một hạt tự do với khối lượng 
771. Hamiltonian có dạng H = Ho = — (h/2m) V 2 và phương trinh hàm 
Green (2.85) là 

( r/ + 2m v2 ) Gfí ( r ’ r ' 'rì = s ( r ~ r ') ■ (2.100) 

ở đây và sau này ta sẽ dùng chỉ số ” o ” (Go, Ho) cho các đại lượng mô tả 
một hạt tự do. 

Viết lại phương trinh trên dưới dạng 

(ĩ 1ì + v2 ) (Ễ Go(r ’ r';»?))=5(r-r') . 

So sánh phương trinh này với phương trìnhdiàm Green của toán tử c = — V 2 , 
ta thấy ngay giữa Go và G của (2.28) có đổng nhất thức 

Go (r, r'; ĩ}) = G (r, r'; ĨỆ rị) . (2.101) 

Dạng của G phụ thuộc vào số chiều. Xét các trường hợp cụ thể. 

Trường hợp 3 chiều. Từ các kết quả (2.30) và (2.31) đối vái các hàm 
G và G ± của toán tử c = - V 2 , sử dụng (2.101) ta viết được ngay 

m fí -fco|r-r'Ị 

Go( - r ' r '-' E) = -ủĩ iSp ^°’ < 2 - 102 > 

m gi ifco|r—r'| 

2rch 2 |r — r'| 


ơf(r, r'; E) 


; E> 0, 


(2.103) 
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trong đó /r 0 = ự2rn\Ẽ]/h > 0. 

Hàm Go (tị) có cắt nhánh trên nửa trục thực 7] = E > 0, tương ứng với 
phổ liên tục của Ho. Dọc theo cắt nhánh ta có 

Ỡ (r. r'; E) = G + (r. r'; E) - G~ (r. r'; E) 

Từ đây, theo (2.93), có ngay mật độ trạng thái một hạt tự do trong một đơn 
vị thể tích trong hệ 3 chiều là 

" (r ' E) - -éĩ õ y- Eì -ễề etEì 
- o m 

Nếu tính đến spin (nhân thêm với 2) thì kết quả này trùng chính xác với 
biểu thức (1.7). 

Trường hợp 2 chiều. Sử dụng kết quả của bài tập B2.2 (cuối chương 
này) và hệ thức (2.101) ta có ngay các hàm Green của phương trình (2.100) 
trong trường hợp 2 chiều là: 

ơo (r, r'; E) = - K a (k 0 I r - r' I) ; E < 0. (2.106) 

Gí(r, r';E) = (±k 0 |r - r'|) ; E > 0, (2.107) 

trong đó ko = y/2m\E\/h > 0, Ko là hàm Bessel biến điệu bậc không, còn 
là hàm Hankel loại một, bậc không. Sử dụng (2.107) và các hệ thức 
(xem, chảng hạn, Abramowitz and Stegun (1965)): 

= -Hị 2) (x) 

Hị 1} = J 0 + iY 0 ; Hị 2) = J 0 -iY 0 , 
ta có thể tính tiếp hàm Go (r, r'; E): 

Ỡ„ (r, r'; E) = -gớ (E) (//<’> (fc 0 |r - r'|) - (-*0 |r - r'|)) 

= -2wi0{E) (fco |r - r'|) . (2.108) 
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Trong các biểu thức trên, Jo là hàm Bessel loại một, bậc không, còn Yo là 
hàm Bessel loại hai, bậc không. 

Mật độ trạng thái trên một đơn vị diện tích được tính theo (2.93), sử 
dụng ổo (2.108): 

Po(y,E)=8(E)^. (2.109) 

Nếu tính đến spin (nhân thêm với 2), thì kết quả này trùng chính xác với 
biểu thức (1.69). 

Trường hợp 1 chiều. Sử dụng kết quả của bài tập B2.2, làm tương tự 
như trường hợp 2 chiều ta có các hàm Green cho hạt tự do l chiều: 

Gq(x,x'\E) = -T?T- exp (—Ar 0 I X — x' I); E < 0 (2.110) 

/C0 

(x, x'\ E) = Ttỉt- ex P (± i |:r — x'|); E > 0, (2.111) 

/ì z /c 0 

Õo(x,x’;E) = -2 7ĩie(E)-^~- cos{k ữ \x-x'ị), ,(2.112) 

7T íĩ z /c0 

và mật độ trạng thái trên một đơn vị chiều dài: 

= (2.113) 

Nếu tính đến spin, thì kết quả này cũng trùng chính xác vói (1.69). 

Các mật độ trạng thái nhận được cho cả ba trường hợp: 3 chiều (2.105), 
2 chiều (2.109) và l chiều (2.113) được mô tả bằng đồ thị trên hình 2.3. Đây 
là những kết quả quen thuộc, quan trọng trong vật lý chất rắn và sẽ được sử 
dụng trong các chương sau. Ở đây có một số điểm cần bàn luận. 

Trong cả ba trường hợp phổ liên tục đều có ngưỡng dưói ở E = 0 : 
Po (E) = 0 vói E < 0. Tuy nhiên, dáng điệu của Po (E) (hay Ồ (E)) ở gần 
ngưỡng vùng thì rất khác nhau. Vì nhiều tính chất vật lý của hệ liên quan 
vói chính dáng điêu của mật độ trạng thái ở gần ngưỡng vùng, nên sự khác 
nhau này sẽ dẫn đến những hệ quả quan trọng, đặc thù cho số chiều của hệ. 

Nói chung, dáng điệu của p (E) (hay Ỡ (E)) ở lân cận một năng lượng 
Eq nào đó quy định tính chất giải tích của hàm Green ở lân cận năng lượng 
đó: nếu p (E) (hay Ỡ (E)) là hàm liên tục quanh Eo, thì G ± ( E ) cũng là 
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Chương 2. Hàm Green của các phương trình vi phân tuyến tính 



Hình 23: Mật độ trạng thái po [E) cho các hệ 3 chiều (3D), 

2 chiều (2D), 1 chiều (1D) 

hàm liên tục trong miền đó ; nếu p (E) (hay Ỡ (E)) có gián đoạn tại Eo 
thì G ± (E) có kỳ dị logarit tại đó ; cuối cùng, nếu p (E) (hay Õ (E)) có 
dạng oc (E - Eo) -7 với 0 < 7 < 1, thì G ± ( E) cũng dần ra vô hạn như 
(E - Eo) -7 khi E dần tới Eo . 

Với hệ 3 chiều, po (E) dần liên tục đến không theo cx y/E - Eo khi 
E —> Eo = 0+. Hệ quả là các hàm G* ( E ) cũng liên tục tại ngưỡng dưới 
Eo = 0. Với hệ 2 chiều, hàm po {E) có gián đoạn tại Eo = 0. Hệ quả là, 
các Green có kỳ dị logarit. Thật vậy, khi E —► 0+, tức là ko —> 0+ các hàm 
(2.106) và (2.107) chuyển vể giới hạn: 

Go(£) = -^iMMr-r'|) ^ln(fco|r-r'|). 

(2.114) 

^(^-^(^olr-r'1) ln (k 0 |r - r'|) 

(2.115) 

Với hệ 1 chiều, Po (E) (hay Õ ( E )) dần ra vô hạn như oc l/\ÍẼ khi 




2.4. Bài toán ứng dung dơn giản: môt hạt tự do 
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E —» 0 + . Hệ quả là các hàm Green (2.110) và (2.11) đều dần ra vô hạn khi 

/cq > 0+. 


Thảo luận bổ sung và bài tập 

B2.1 George Green sinh năm 1793 tại Nottingham (England). Có rất ít tư 
liệu về thời niên thiếu của Ông. Năm 1828 Green công bố bài báo 
đầu tiên "An Essay on the Application of Mathematical Analysis to 
the Theories of Electricity and Magnetism". Đây là một công trình vĩ 
đại, nhưng đăng ở một nhà xuất bản tư nhân tỉnh lẻ, nên một thời gian 
dài không được ai biết đến. Năm 1829 George Green đến Cambridge 
học, rồi ở lại làm việc tại Gonville & Caius College. Vì lý do sức khoẻ, 
Ông trở về quê và mất tại đó năm 1841. Ông để lại tất cả mười bài báo, 
trong đó vĩ đại nhất là "Essay" năm 1828. Mãi đến năm 1845 (bốn 
năm sau khi George Green mất!) "Essay" vĩ đại của Green mới được 
William Thomson phát hiện và cho in lại trên Grelle’s Joumal. về bản 
chất, trong bài báo này George Green đã khai sinh phương pháp hàm 
Green với ứng dụng vào bài toán điện và từ (tên gọi "Green's ủinction" 
là do Riemann đề xuất). 

B2.2 Tìm hàm Green của phương trình (2.28) cho 2 trường hợp: (a) Hệ 2 
chiều; (b) Hệ l chiều. 

Trả lời: 

(a) 

G(r,r';r)) = - Ị (\A? I r - r'I) ; Im^} > 0 , 

G ± (r, r'; E) = - ị (± VẼ I r - r' l) ; E > 0 , VẼ > 0. 

(b) 

\ X — t! I _ 

G{x,x'-rị) = [ x x 1 ;lm{^}>0, 

2 i yjĩ} 

G ± (x, x '; E) = qp —J= y/Ẽ\ X - x' ộ ; E > 0 , y/Ẽ > 0 . 
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Chương 2. Hàm Green của các phương trình yi phân tuyến tính 


B2.3 Tìm hàm Green của phương trình khuyếch tán 

ơ 2 ^ g d (r. r'; t - t') = ô (r - r') ô {t - t') . 

Trả lời : 

So sánh phương trình này với (2.54) ta thấy chỉ khác ở chỗ thay (i/c) 
bằng (—a 2 ). Từ đây suy ra, các hàm Green của phương trình khuyếch 
tán có thể nhận trực tiếp từ các kết quả tương ứng trong ví dụ ở tiết 
2.2 bằng thay ( i/c ) —> (- a 2 ). Chảng hạn, từ (2.55) ta có tương ứng 
hàm Green Qd của phương trình khuyếch tán: 


sA*,r'-,T) = -ị 2 e(T) (£-\ 


Dị 2 


exp - 


a 2 p 2 
4 T 


Ở đây, T = t - t' ; p = I r — r' |; D là số chiều của hệ khảo sát. 


B2.4 Hãy kiểm tra lại các kết luận (2.76) và (2.77) (xem, chẳng hạn, Morse 
and Feshback (1953)). 


B2.5 Hãy tìm các hàm Green của phương trình sóng (2.56) với c = - V 2 
cho hai trường-hợp: (a) Hệ 2 chiẻu, (b) Hệ 1 chiều (tương tự như 
trường hợp 3 chiều trong ví dụ ở tiết 2.3). 

Trả lời: 

(a) 


g{r,r']T) = 

/(r,r';r) = 


-q(r) e{c\r I - p) 
-ỡ(ct - p) 


2 7T yjc 2 T 2 - p 2 ’ 


2ĩt y/c 


(b) 


g R (x ì x , \r) = -ịc0(cT- \x - x'\) 


(xem Morse and Feshback (1953)). 



Chương 3 

Các hàm Green trong Vật lý chất rán 


Hình thức luận Hàm Green trinh bày trong chương 2 rất đơn giản và tiện 
lợi trong áp dụng vào các bài toán một hạt riêng lẻ trong trường ngoài. Nội 
dung của chương 3 chủ yếu là phát biểu lại định nghĩa hàm Green ở dạng 
tổng quát hơn, biểu diễn qua các toán tử trường trong hình thức luận lượng 
tử hóa lần thứ hai. Những định nghĩa này đúng cho hệ tương tác bất kỳ và 
sẽ cần dùng đến trong các chương sau. 

Dù rằng phương pháp lượng tử hóa lần thứ hai được trinh bày chi tiết 
ở hầu khắp các sách giáo khoa về cơ học lượng tử, để tiện theo dõi, chúng 
tối tóm tắt nội dung chính của phương pháp này ở Phụ lục c, trong đó cũng 
thảo luận việc biểu diễn lại các hàm Green đã xét trong chương 2 qua các 
toán tử trường. 

VI đối tượng của cuốn sách này là Vật lý chất rắn, chúng tôi sẽ trước hết 
tập trung xem xét hàm Green electron, và sau đó, hàm Green phonon. Đây 
cũng là hai dạng hàm Green điển hlnh, đặc trưng cho hai loại hạt: ĩermion 
(electron) và boson (phonon). Các hàm Green khác có thể định nghĩa tương 
tự như một trong hai loại hàm Green này. 


3.1 Biểu diễn tương tác và S-matrận 

Có ba biểu diễn mô tả sự thay đổi trạng thái của hệ theo thời gian, đó là: 
biểu diễn Schrõdinger, biểu diễn Heisenberg và biểu diễn tương tác. 
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Chương 3. Các hàm Green trong Vật lý chất rắn 


3.1.1 Biểu diễn Schrodinger 

Đây là biểu diễn kinh điển nhất của cơ học lượng tử, dựa vào chính 
phương trình Schròdinger 


ih ạm =nm . 

Lời giải dưới dạng toán tử của phương trình này là 

^(í)=e- w V(0). (3.1) 

Trong biểu diễn Schrõdinger hàm sóng phụ thuộc vào thời gian dưới dạng 
(3.1), còn toán tử, trong đó có Tí, không phụ thuộc thời gian. 

3.1.2 Biểu diễn Heisenberg 

Trong biểu diễn này hàm sóng không phụ thuộc thời gian, còn toán tử 
phụ thuộc thời gian dưới dạng: 

Q (í) = e int Q (ũ) e~' nt . (3.2) 

Hệ thức này tưcmg đương với phương trình toán từ 

tn^Q(í) = Q(t)H-HQ(t) 

= [Q (<).«] (3.3) 

(thường gọi là phương trình Heisenberg). 

3.13 Biểu diễn tương tác 

Trong biểu diễn này, hàm sóng và toán tử đều phụ thuộc thời gian. Để 
dẫn ra các hệ thức phụ thuộc đó, ta viết Hamiltonian toàn phần dưới dạng 


n = Ho + V , 


(3.4) 



3.1. Biểu diễn tương tác và S-matrận 
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trong đó Ho là phần không tương tác và được chọn đủ đơn giản để có thể 
giải chính xác; v r là phần tương tác, có thể gồm một hay nhiều thế tương 
tác khác nhau. Ký hiệu Ip (t) hay Q (t) với dấu mũ là hàm sóng hay toán 
tử trong biểu diễn tương tác, thì các đại lượng này phụ thuộc vào thời gian 
dưới dạng 


tị) {ị) = é Hot e- int ìP{ữ), 

(3.5) 

Q(t) = e inot Qe- iHot . 

(3.6) 


Ta thấy, trong biểu diễn tương tác, sự phụ thuộc thời gian của các toán tử 
quy định chỉ bởi phần Hamiltonian không tương tác Ho. Đối với hàm sóng 

(3.5) ta lưu ý, vì nói chung Ho không giao hoán với V y các số mũ trong 

(3.5) không thể cộng gộp lại. Dù vậy, ta có thể chỉ ra rằng, sự phụ thuộc 
thời gian của ĩỊj (t) quy định chỉ bởi thế tương tác V. Thật vậy, theo (3.5) và 

(3.6) , ta có: 

ị-ệ(t) = i Ho e l7iot e~ i7it tị> (0) — i e iĩiot H (0) 

Ỡt 

= -íe iHoi Ve- í?<í i/>(0) 


= -ie inot Ve- inot e inot e- iHt ĩl>(0) 


= -iỲ (í) tị) (í) . 


(3.7) 


Tiến hóa của ìj> (í) quả là chỉ phụ thuộc vào V (í), như ta muốn chỉ ra. 

Để mô tả phụ thuộc thời gian (3.5), ta có thể viết 

ĩ>(t) = u (í) -ệ (0), (3.8) 

trong đó toán tử u ( t ) được định nghĩa là 


u (í) = e iH ot e -iHt 


(3.9) 
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Chương 3. Các hàm Green trong Vật lý chất rắn 


Toán tử u (t) có ý nghĩa của toán tử tiến hóa thời gian, đã nhắc đến trong 
tiết 2.2, nhưng chưa xem xét cụ thể. Từ định nghĩa (3.8), (3.9) rõ ràng là, 
u (t = 0) = 1 và u ( t) thoả mãn cùng phương trình như (3?7) đối với 

ệịVự) = ié n °‘ (Ho-H) e-' Ht 

= -iV(t)U(t). (3.10) 


Giải phương trình này ta sẽ tìm được sự phụ thuộc của u (t) vào thế tương 
tác V (t) y và do đó xác định được ĩp ( t ) (3.8). Muốn vậy, ta làm như sau: 

Tích phân hai vế (3.10), cho 

U(t)-U{0) = -i Ị dhViU) U{h) 

J 0 


hay, vì Ư (0) = 1, 

U(t)= 1-i Ị dhVih) ư (ti) . 

J 0 

Ta lại có thể thay tiếp ư {tì) dưới dấu tích phân bằng cùng quy trình ư (ti) = 
1-2 /q 1 d t 2 V (t 2 ) ư (t 2 )- Và, nếu sự thay thế như vậy lặp lại mãi, ta sẽ có: 


U(t) = 1 -i [ dtiỲ (h) + (-if [ dt\ í ' dt 2 V (íj) V (í 2 ) + ... 

J 0 J 0 J 0 

= f du [' dt 2 ... Ị " 1 dt n V(t 1 )V(t 2 )...V(t n ). 

71 = 0 Jữ Jữ Jữ 


(3.11) 


Đây chính là lòd giải của (3.10). Để ý là, các thời gian trong (3.11) tuân theo 
trật tự: t > ti > t 2 > ... > t n . Do tính chất này, ta có thể viết lại (3.11) 
dựới dạng gọn hơn bằng sử dụng toán tử trật tự thời gian (time ordering 
operator) T. Toán tử này có tính chất là, khi tác dụng lên môt nhóm các 
toán tử phụ thuộc thời gian, nó sẽ sắp xếp các toán tử này lại theo trật tự sao 
cho, các toán tử ứng với thời gian sớm hơn sẽ nằm ở bên phải. Chẳng hạn, 

T ịv (í,) V (t 2 ) V (í 3 )) = V (t 3 ) Vựi)V (h) nếu ts > 1 1 > Ể 2 . 



3.1. Biểu diễn ĩ ương tác và S-matrận 
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Nếu sử dụng hàm bậc thang 0 ( t ) thì tính chất này có thể biểu diễn dưới 
dạng chuẩn xác hơn: 

t(ỷ(U) V(t 2 Ỷ) = e(u-t 2 ) V(h)ỷ(t 2 ) + 

+ 0(t 2 - h) V(t 2 ) vạ,). (3.12) 

Tất nhiên, việc sắp xếp lại như vậy chỉ có ý nghĩa khi V (tị ) và V (t 2 ) không 
giao hoán với nhau. 

Nhờ tính chất này của T, ta có thể viết, chẳng hạn: 

h Jò dti f 0 dt * T ( ỷ{ti) ỹ(Í2) ) = 


= 3 £ dti £ dt 2 v(h) V (t 2 ) 

+— J dt 2 Ị dtiV (t 2 ) V (tì) . 

Vì hai số hạng bên vế phải thực ra là bằng nhau (tỵ và í 2 chỉ là các biến tích 
phân), nên có 

3£d tl J‘dt 2 T (v(h) V (í 2 )) = Ị‘ du £ dt 2 V (íj) V (t 2 ) . 

Để ý là biểu thức bên phải chính là số hạng thứ ba trong tổng (3.11). Như 
vậy, sử dụng toán tử T ta có thể viết lại các số hạng của tổng (3.11) dưói 
dạng tương tự như vế trái của đảng thức trên. Chảng hạn, vói số hạng thứ tư 
của tổng (3.11): 

í dt\ ị dt 2 í dtsV (ti) V ( t 2 ) V (Ể3) = 

J 0 J 0 J 0 

3 '■ í dtì ỉ! ẽh L dkT ( Ỳ ^ Ỹ ^ Ỷ ^) ■ 

Kết quả là, chuỗi (3.11) có thể viết lại dưới dạng: 


U{t) = 1 + 


dt n T (v (ij) V (t 2 ) ...Ỷ (i„)) . 


( 3 . 13 ) 
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Chương 3. Các hàm Green trong Vật lý chất rắn 


Biểu thức này thường được viết gọn như sau: 


Ư (t) = T exp 


-i Ị dti V (ti) 

J 0 


(3.14) 


Nhưng, cần chú ý là, dạng hàm e mũ chỉ là một dạng viết tắt của biểu thức 


đầy đủ (3.13). 

3.1.4 S-matrận 

Đây là một toán tử có vai trò đặc biột quan trọng trong phương pháp 
hàm Green. S-matrận được định nghĩa bằng hệ thức: 


ệ(t) = S(t ì t')ệự) , (3.15) 

nghĩa là nó chuyển hàm ĩp (?) thành 'ị (t ). Mặt khác theo (3.8) 'ị (?) = 
ư (?) ĩp (0), nên ta có thể viết: 

ị(t) = s (í, 0 ư (?) ĩp(0) = ư (t) ĩp (0). 


Từ đây suy ra: 

S(t, t') = ư(t) ư + (?) . (3.16) 

Vói định nghĩa (3.15) dễ thấy S-matrận có các tính chất sau: 

(1) S(t,t) = ư(t) ư + (t) = l 

( 2 ) s + (t,?) = ư(?)ư + (t) = S(?,t) 

(3) S(t, ?) Sự, ?') = S(t, ?') . 

Hơn nữa, ta còn có 

§- t S(t,t') = ệ- t u (t) u + ự) = -iV (í) u (í) u + ự) 

= —iV (í) s (í, í') . 


(3.17) 



3.L Biểu diễn tương tác và S-matrận 
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nghĩa là s thoá mãn cùng một phương trình dạng (3.10) như đối với toán tử 
Ư. Do đó, phụ thuộc thời gian của 5 ụ) cũng có cùng dạng như (3.13) hay 
(3.14): 

5 ự.f) = r exp I —ì dtỵỷ (tị)^Ị . (3.18) 

Trong toàn bộ dẫn giải ở trên còn một điều chưa rõ là hàm ĩỊỉ (0) trong 
(3.8) là gì ? Dễ thấy rằng đây là hàm sóng tại t = 0 trong cả ba biểu diễn, 
Schrõdinger, Heisenberg và tương tác (nên có thể viết ĩp ( 0), không có mũ). 
Nó đóng vai trò đặc biệt vì là cơ sở xuất phát để xác định hàm sóng tại mọi 
thời điểm tiếp theo. Nhưng, chính hàm lị) { 0) lại chưa biết! Liệu có thể xây 
dựng một lý thuyết dựa trên một hàm chưa biết ? 

Trở lại biểu thức (3.4) trong biểu diễn tương tác, trong đó Ho được chọn 
sao cho ta có thể tìm chính xác hàm riêng và trị riêng của nó. Gọi ệo là hàm 
sóng trạng thái cơ bản của Ho. Có chăng một hệ thức giữa ĩỊj (0) (chưa biết) 
và ệo (đã biết) ? Một hệ thức mong muốn như vậy đã được Gell-Mann và 
Low đề xuất năm 1951 (Gell-Mann and Low (1951)): 


^(0) = S(0, oc) ộo ■ 


(3.19) 


Ta có thể hiểu hệ thức này như sau. Theo định nghĩa (3.15), 

ĩp(t) = S(t , 0)0(0) . 

Tác dụng 5 (0, t) lên hai vế của đảng thức này, có 

5(0, t) ĩP(t) = 5(0, t) S(t, 0)ĩp(0) 

= ĩị)(0) . 

Bây giờ, nếu cho t —► — 00 , thì đảng thức trên chuyển thành 
ĩp (0) = 5.(0, — 00) ị (—00) . 

Bước quan trọng tiếp theo là, nếu ta đồng nhất ìp (—oo) với 00 thì ta sẽ nhận 
được chính xác (3.19). Hiểu thế nào về sự đồng nhất này? Trong quá khứ 
xa, t —> — 00 , khi chưa có tương tác 1/, trạng thái của hệ được mô tả chính 
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xác bởi Ộq. Vai trò của toán tử s (0, — 00 ) là chuyển đoạn nhiệt hàm sóng 
00 này ở t = - oo thành ìp (0) ở t = 0. Trong quá trình chuyển đó tương 
tác được đưa vào dần dần một cách đoạn nhiệt sao cho đến thời điểm t = 0 
tương tác được đưa vào trọn vẹn, hàm sóng chứa đầy đủ hiệu ứng của tương 
tác, và do đó, chính là hàm riêng của Hamiltonian toàn phần H. 

Hệ thức (3.19) đóng vai trò then chốt trong phương pháp hàm Green. Để 
hiểu thêm, ta nhìn nhận (3.19) từ một giới hạn khác của í, t —> -f 00 . Khi 
đó, 

ị (oo) = s (oo, 0) 'ộ (0) . 

Ta có thể giả thiết rằng ị (oo) liên quan trở lại với chính 00, chảng hạn 
chúng khác nhau chỉ một nhân tử pha: 

oo) = ộ Q e ia . (3.20) 

Với giả thiết này, cùng với (3.19), ta có 

ộo e ia = s (oo, 0) ĩp (0) 

= s (oo, 0) s (0, — 00 ) Ộq 
= s (oo, — oc) Ộq . 

Từ đây, ta xác định được nhân tử pha trong (3.20). 

e ía = (001 s (oo, - oo) \Ộq) . (3.21) 

Hệ thức này sẽ được sử dụng khi biểu diễn các hàm Green qua S-matrận. 

3.2 Hàm Green electron: nhiệt độ không 

Trong Phụ lục c ta đã biết rằng, các hàm Green một hạt đơn lẻ khảo sát 
trong chương 2 có thể biểu diễn qua các toán tử trường. Các kết quả này 
có thể tổng quát hóa để định nghĩa hàm Green cho một hệ có tương tác với 
Hamiltonian toàn phần H = Hq + V, trong đó Hữ là phần khồng nhiễu loạn 
có thể giải chính xác. 
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3.2.1 Định-nghĩa 


Ở nhiệt độ không, hàm Green electron được định nghĩa là 


G(p.t-Ị') = -i(\TC p {L)C£(t')\) , (3.22) 

trong đó C p ( t) . Cp (tJ) là các toán tử trong biểu diễn Heisenberg: 


c p (t) = e int C p e- lH \ 
cj(t) = C int c}e- int , 


(3.23) 


với Cp mô tả trạng thái của 7io\ p là tập các số lượng tử xác định trạng 
thái trong bài toán khảo sát (chảng hạn vói electron tự do thì đó là vectơ 
sóng k và spin ơ); T là toán tử trật tự thời gian; I) là trạng thái cơ bản của 
Hamiltonian toàn phần H (vì (3.22) viết trong biểu diễn Heisenberg nên I) 
không phụ thuộc thời gian). 

Khi viết hàm Green với chỉ một biến thòi gian như trong (3.22) ta ngụ ý 
vế phải của biểu thức này phụ thuộc chỉ vào (t - t') = T. Điều này dễ dàng 
kiểm tra bằng cách thay trực tiếp (3.23) vào (3.22). Khi đó, chẳng hạn với 
t > t\ ta có: 

G(p, t > í') = -i(Ặ{e lHt C„ e~ ,nt ) ịe‘ Ht ' Cp I) . 

Nếu Eq là năng lượng trạng thái cơ bản của hệ, Ti I) = Eo I), thì 

G(p,t>t ỉ ) = -ie íEữ(t - t ' ) (|c p e- iW<i - í ' ) C p + [) . (3.24) 

Rõ ràng là vế phải của (3.24) phụ thuộc chỉ vào (t — t'). Biểu thức trên đồng 
thời cho phép ta lý giải ý nghĩa của hàm Green G (p, t > t'). Một hạt (kích 
thích) được sinh ra, lan truyền trong khoảng thòi gian (t - í'), rồi bị hủy và 
hệ trở lại trạng thái ban đầu (không kích thích). 


Tương tự, hàm Green 


G(p, t' > t) =+i {\c;ự) c p (t)\) 

mô tả xác suất của quá trình, trong đó một electron bị hủy khỏi trạng thái 
cơ bản (sinh một lỗ trống) ở thời điểm Ể, và sau đó, tái sinh (hủy lỗ trống) 
ở thời điểm t'. 
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Vì hàm Green mô tả sự truyền của hạt (kích thích) như vậy, nên thường 
được gọi là hàm truyền (propagator). 

Biến đổi Fourier của hàm Green phụ thuộc thời gian (3.22) cho ta hàm 
Green phụ thuộc tần số: 


II 

J x drG{p , r) e‘" T , 

(3.25) 

II 

i°° du> , 



(3.26) 


Trong thực tế tính toán, hàm Green tần số thường được sử dụng phổ biến và 
thuận tiện hơn các hàm thòi gian. 

Biểu thức định nghĩa (3.22) có thể viết lại trong biểu diễn tương tác bằng 
cách như sau. 

Gọi |) 0 = ộo là trạng thái cơ bản của Ho. Theo (3.19) ta có thể thay I) 
trong (3.22) bàng 

|) = 5(0,-oo)|) 0 (3.27) 

Đổng thời, các toán tử cũng được chuyển sang biểu diễn tương tác (theo 
(3.6) và (3.23)): 

Cp(í) = e iỉlt e~ iỉíot Ỡp(t) e’ Woí e~* WÍ 

= Ư + (t) Ỡ p (t) u(t) = S(0, t)C p {t)S(t, 0). (3.28) 

Thay (3.27) và (3.28) cùng hai biểu thức tương ứng (I = „(1 5 (— 00 ,0) và 

c; (0 = 5 ( 0 , t')õ;ự)s(t\ 0 ) 

vào (3.22), ta được: 

G (p, í - í') = -i6(t-t') 0 (| s (— 00 , 0) s (0, t) Õ p (<) 5 (t, 0) 
S(0,t')c;ự)sự, 0) s (0, -oo)|) 0 

+ iSự-t) 0 (| 5(—00, 0) 5(0, t') C p (í') 5 (í', 0) 
5(0, t)C p (t)S(t, 0)5(0, -oo)|) 0 . 
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Sử dụng các tính chất của S-matrận để gộp các thừa số, đồng thời, sử dụng 
(2.21) để thay thế 

0 (|5(-oo, 0) = e~ ia 0 (| s (oo, -oo) s (-oo, 0) 
ọ(lS(oo- 0) 

0<|S(oo. -oo) |> 0 ’ 

biểu thức hàm Green ở trên sẽ chuyển được về dạng đơn giản hơn: 

G(p,t-0 = - ,10 , l '1' ffl(t-0,,<|g(oo.0êp(0 

o(l s (oo, -00) |) 0 L 

sạ, t)Cỉự)Sự,-oo )\) 9 


-eự-t) „(|S( 00 , t')õ;ự) 
sự, t)C„(t)S(t, -oo)|)J . 

Ta có thể tiếp tục rút gọn biểu thức này bằng sử dụng toán tử T. Chẳng hạn, 
với số hạng đầu 


e (í - 0 0 {| 5 ( 00 , í) Õ v (í) 5 (í, í') õ; ự) s ự, - 00 ) |> 0 

= 9 (t - í') „(1 TỠp (í) Ỡ p + (í') 5 (00, -00) |) 0 

SỐ hạng thứ hai cũng chuyển về dạng tương tự. Ở đây, chú ý là, sở dĩ ta 
có thể gộp ba toán tử 5, ứng với ba khoảng thời gian khác nhau, thành 
5 ( 00 , - 00 ) vì toán tử T sẽ sắp xếp lại chúng vào trật tự cần thiết. Thành 
thử, cuối cùng, hàm Green toàn phần (3.22) được viết lại trong biểu diễn 
tương tác dưới dạng: 


, o(l T Cp (í) c+ ự) s (oo, - oo) I) 

G (p, t - t ) = - i - ĩPFỈnzr —T-TĨĨ - 2 - 

0 (|T5(oo, -oo) |) 0 


(3.29) 


Trong trường hợp riêng, khi không có tương tác (V = 0), thì matrận s 
là matrận đơn vị, hàm Green không tương tác (hay hàm Green tự do, hàm 
Green không nhiễu loạn, ký hiệu là ơo) có dạng giản đơn: 

G 0 ịp,t-t') = -i ữ (\TC p (t)ở;ự) |) 0 . 


(3.30) 
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Các hàm Green tự do đóng vai trò quan trọng trong hình thức luận hàm 
Green không chỉ vói tư cách hàm Green mô tả hạt không tương tác, mà 
chúng còn là cơ sở để tính hàm Green của hệ có tương tác. 

3.2.2 Ví dụ: hai hàm Green tự do quan trọng 

Trong các biểu thức định nghĩa (3.29) và (3.30), dạng của hàm sóng 
trạng thái cơ bản I) tùy thuộc bài toán khảo sát. Xét hai ví dụ đơn giản, 
nhưng rất có ý nghĩa trong ứng dụng. 

Ví dụ 1: Hạt đơn lẻ trong vùng trống. 

Xét trường hợp trong vùng năng lượng chỉ có một electron, chảng hạn, 
một electron trong vùng dẫn của bán dẫn. Trong trường hợp này, trạng thái 
cơ bản là chân không (không có hạt nào), ký hiệu là I 0). Trạng thái này 
có tính chất Cp I 0) = 0. Thành ra, số hạng (t' > t) trong (3.22) là bằng 
không, và ta chỉ còn 

G(p ì t-t') = -iỡ(t-t')(0\ ỡp(t)ỡ+ự) |0) . (3.31) 

Trong trường hợp không có tương tác (V = 0), thì C£ I 0) chính là trạng 
thái một hạt tự do (xem ví dụ ở tiết 2.2) và do đó hàm Green (3.31) có dạng 
đơn giản: 

Go(p, t-t’) = —i9(t — t') (3.32) 

với Ep là năng lượng của hạt. Biến đổi Fourier của hàm này cho 

Go(p,E) = r dTe iBr G 0 (p,T) 

7—00 

= -i f°° dTe iíE - E ’ +ư)T . 

J 0 

Ở đây, lượng iỗ(ỗ —> 0+) được phụ vào số mũ để đảm bảo cho tích phân 
luôn hội tụ (xem B3.2). Kết quả lấy tích phân cho 


(3.33) 
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Đây chính là hàm Green năng lượng (tương ứng với hàm Green thời gian 
(3.32)) cùa một hạt đơn lẻ trong một vùng trống. 

Ví dụ 2: Khí clectroìì suy biến. 

Xét bài toán một electron trong biển Fermi ở nhiệt độ không. Nếu E k 
là năng lượng không nhiễu loạn (ứng với Ho), thì tất cả các trạng thái với 
Ek thấp hơn thế hóa học ụ. (hay vectơ sóng k nhỏ hơn vectơ sóng Fermi 
k F ) là đầy, và ngược lại, các trạng thái với Ek > ỊJL (hay k > k F ) là trống 
(xem tiết l.l). Ta có thể chọn ỊJL làm gốc tính năng lượng và đưa vào tham 
số ịk = Ek - Khi đó, với bài toán đang khảo sát ta có: 

„<IQ + CV|} 0 = 9 (-ít), 
o(l c k c k 1)” = 0(&). 

Do đó, hàm Green tự do (3.30) bây giờ có dạng 


Go(M-í') = -i[e(t-t')9(£ k )-9ự-t)e(-£ k )) 

exp[-i&(í - í')]. (3.34) 

Biến đổi Fourier của hàm này là 

Go(k,E) = -i Íể>(&) r d.Te'< E -^ 

7o 


9(&). 


Tĩ + 


E-ị k +ị& E - £ k -i6 




dT e ir(E-Ẹ k -iô) 


(3.35) 


Ở đây, chú ý là, fc là năng lượng tính từ mức Fermi, nên £k{k = k F ) = 0. 
Biểu thức (3.35) có thể viết .gọn lại: 


Go ( k , 


E) = —— - -^ 7 ——^ ; ổ 0 + . 
E - & + iỗ sgn (tk) 


(3.36) 


Các hàm Green không nhiễu loạn (3.32) và (3.34) hay (3.33) và (3.36) 
có vai trò quan trọng trong lý thuyết hàm Green áp dụng vào Vật lý chất 
rắn. Chúng được dùng làm cơ sở để tính các hàm Green tương tác. 
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3.3 Hàm Green electron: nhiệt độ hữu hạn 

Mọi thí nghiệm đều được tiến hành ở nhiệt độ hữu hạn, nên để giải thích 
thực nghiệm, về nguyên tắc, các lý thuyết cho trường hợp nhiệt độ không 
là không còn thích hợp nữa, đù rằng, trong thực tế nếu nhiệt độ đủ thấp so 
với các năng lượng của hệ thì các lý thuyết này vẫn rất hữu ích. Matsubara 
(Matsubara 1950) là người đầu tiên đề xuất phương pháp hàm Green cho 
trường hợp nhiệt độ hữu hạn (hàm Green nhiệt độ). Phương pháp này không 
chỉ hiệu quả, mà còn rất dễ nắm bắt. Hơn nữa, từ các kết quả nhận được cho 
trường hợp nhiệt độ hữu hạn, bằng đơn giản cho T = 0 ta sẽ nhận được các 
kết quả tương ứng cho trường hợp nhiêt độ không. Vì vậy, trong tiết trước ta 
đã không đi sâu vào các tính chất giải tích của hàm Green nhiệt độ không. 
Chúng sẽ được xem xét ở tiết này cho trường hợp tổng quát hơn của hàm 
Green nhiệt độ hữu hạn. 


3.3.1 Hình thức iuận Matsubara 

Ở nhiệt độ khác không mỗi hạt được xem là tương tác vối biển các hạt 
khác. Ta không biết trạng thái chính xác của biển hạt này, vì chúng luôn 
thăng giáng từ cấu hình này sang cấu hình khác. Tham số duy nhất mà ta 
biết là nhiệt độ, liên quan vối năng lượng trung bình của hộ. Vì vậy, khi 
xác định hàm Green nhiệt độ, thay vì trung bình theo trạng thái cơ bản như 
trong (3.22), ta phải làm việc vối trung bình nhiệt động. Theo định nghĩa, 
trung bình nhiệt động của đại lượng Q là: 

(Q) = Tr{e-^ n Q}/Tr{e-^} 

= Z- 1 Tr{e~ í3n Q} , (337) 

trong đó H là Hamiltonian toàn phần của hệ; Ị3 = (k B T) _1 ; Tr là phép lấy. 
vết như đã giói thiệu ồ chương 2. 

Vối trung bình nhiệt động, trong biểu thức của hàm Green, Hamilto- 
nian H (và do đó thế tương tác V) sẽ có mặt không chỉ ở nhân tử dạng 
exp (± i H t) như trong hàm Green nhiệt độ không, mà còn cả ở nhân tử 
exp (- Ị3H). Nhân-tử dạng exp (dh i H t) có thể biểu diễn qua S-matrận như 
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ở (3.29), rồi khai triển như (3.18). Còn nhân tử exp {—ị3H) ? Ý tưởng 
chính của Matsubara là xem thời gian t và nghịch đảo nhiệt độ 3 như phần 
thực và phần ảo của một biến phức duy nhất, và do đó, ta chỉ cần một khai 
triển S-matrận. Ý tường này xuất hiện một cách tự nhiên, nếu tương tự như 
hệ thức (3.2) với toán tử Heisenberg, ta viết e 3n Cj, (0) c~ 3n = Cp (~i3), 
trong đó Ị3 đóng vai trò như phần ảo của thời gian. 

Vì thời gian liên quan với tần số, một khi có thay đổi trong khái niệm 
thời gian, tất phải có thay đổi tương ứng về tần số cũng như dạng thức 
của phép biến đổi Fourier. Để hiểu điều này, ta bắt đầu bằng xem xét 
các số choán đầy nhiệt đối với boson n B (u q ) = (e^ - l) 1 và íermion 
Tip (£fc) = (e ^ + l) \ Các đại lượng này có thể khai triển thành chuỗi 
(xem Mahan 2000): 

= ị + ịjt (2n + l {338) 

11 ™ 1 

n D {^ q ) = - ^ + -4 Ỵ 2 777—77^737^_ • ( 3 - 39 ) 

2 p n T^ oc ựlnỈTĩ/(3)ỈTĨ/Ị3 — u q 


Khai triển này là dựa trên định lý cho rằng một hàm phân hình (meromor- 
phic) bất kỳ luôn có thể khai triển thành tổng theo các cực của nó và các 
thặng dư tương ứng. Số choán đầy boson n D (uj q ) có cực tại Lú q = 2 n in/Ị3 y 
còn số choán đầy íermion n F {^k) có cực tại = ( 2 n + 1) ITT ỊỊ3. Với cả 
hai trường hợp thặng dư ở các cực đều là 1 ỊỊ3. 


Từ (3.38) và (3.39) ta có thể đưa vào khái niêm tần số ở các cực, tương 


ứng là: 


{ (2n + l) 7T//3, vớiíermion, 
2n7T//3, vớiboson. 


(3.40) 


Các íermion có cực tại các tần số bằng một số lẻ lần của 7r/yổ, còn các boson 
có cực tại các tần số bằng số chẩn lần của 7T /Ị3 (kể cả u n = 0). Với định 
nghĩa (3.40) các tổng ở (3.38) và (3.39) trở nên có dạng đơn giản: 


E 


và 


E 


1 


i íú n — u)q 


i Un - 4 


(3.41) 
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Trong tổng thứ nhất (fermion) n là các số lẻ, còn trong tổng thứ hai (boson) 
n là các số chẵn. Để ý thêm là, các số hạng trong tổng, 

1 - và . — - , (3.42) 

t t-Oỵị ẸlỊ % uJ n uJq 

có dạng của các hàm Green. Ngay dưới đây ta sẽ thấy chúng chính là các 
hàm Green không nhiễu loạn trong phương pháp Matsubara. 

Sự khác nhau giữa boson và fermion về giá trị có thể của tần số u n hẳn 
là sẽ được thể hiện trong công thức biến đổi Fourier. Trong hình thức luận 
Matsubara thời gian trở thành một đại lượng phức, T = ỉ t với miên xác định 

-p < T < p. (3.43) 

Ta biết, nếu hàm / (t) xác định trong miền (3.43), thì nó có khai triển 
Fourier dạng: 

f(r) = 2 a ° + z^ [ a " cos \0j +í) " sin [~p JJ - í 3 - 44 ) 

trong đó 

1 (nĩTT\ 

a " = ịl- 0 ãTỈ(T)co \í})' 

K = ìL ẽTỈ{T)úĩl( KÍ) ■ 

Ta biểu diễn khai triển (3.44) dưới một dạng khác, bàng định nghĩa 

/(i^n) = ịp(an + ibn) ■ 

Khi đó, rõ ràng / (r) (3.44) chính là 

/M = 0 m exp(-imrT//J)/(iu> n ) ; (3.45) 

^ n=-oo 

và 

1 [P 

/ (i v n ) = £ J dr f (r) exp (i nitrỊp) . (3.46) 
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Ta có thể đơn giản tiếp các biểu thức này nếu tính đến đặc thù của từng 
loại hạt. 

Với bo son. Theo (3.40), nếu / (r) là một hàm boson thì: 

I{t) = I(t + ỉ3) ; -(3<t<0. (3.47) 

Khi đó có thể viết lại (3.46): 

f(ÍUn) = ị ^ d,T f (t) e' nKT /P 4- f dTf(r)e'”^ I . 

ở SỐ hạng thứ hai bên phải thay T bằng T + ị3, có: 

/ (iu,) = ị (1 + 6’"') r dr / (r) e ; . (3.48) 

1 J 0 

Vế phải của đảng thức trên sẽ bằng không nếu n là một số lẻ. Điều này 
nghĩa là, phù hợp với thảo luận ỏ trên, với boson, hàm f (iuj n ) chỉ khác 
không nếu n là một số chẵn. Khi đó, e in7ĩ = 1, các hệ thức (3.48) và (3.46) 
trở nên có dạng: 

/K) = Ị */(T)e' w , 

ỉ(t) = ^X>-"" T /(áO, (3.49) 

UJ U = 2mĩỊỊ3 — 2nĩĩk B T. 

Với boson, tần số chỉ nhận các giá trị bằng số chẵn lần của 7 ĩ//3 . 

VớiỊermion. Nếu / (r) là một hàm fermion thì, theo (3.40): 

f(r) = -f(r + p) ; — (3 < T < 0. (3.50) 

Sử dụng tính chất này, tương tự như với boson, ta nhận được các hệ thức sau 
cho biến đổi Fourier của các hàm fermion: 

/(*<*.) = r*7(T)e‘"- T , 

J 0 

/( r ) = 

0J n — (2 n + 1) 71*//) — (2tị + 1) 7T kjỊ T. 


(3.51) 
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Các hệ thức (3.49) và (3.51) có cùng dạng, chỉ khác nhau ở tần số: với 
fermion, tần số uJ n chỉ nhận các giá trị bằng một số lẻ lần của 7 ĩ//3. 

Việc đưa vào thời gian và tần số phức thoạt đầu làm ta có cảm giác phức 
tạp. Trong thực tế, các hệ thức biến đổi Fourier (3.49) và (3.51) có dạng 
đơn giản quen thuộc. Hơn nữa, phương pháp Matsubara rất thuận tiộn trong 
tính toán, nhất là khi sử dụng kỹ thuật giản đồ Feynman. 

3.3.2 Định nghĩa 

Hàm Green electron nhiệt độ được định nghĩa là 

ổ(p,t-r') = - {TC p {t)C;{t')) , (3.52) 

= -Z- l lĩ{e- 0{H - tlN) TC p {T) C+ (r')} , 

trong đó p có ý nghĩa như ở (3.22), 

z = Tr {exp [—(3 (Ti — ịi N)]} , 
c p (r) = exp [r (H - /X iV)] C v exp [- T (H - ịi JV)], 

Cp (r) = exp [r (H — fíN)] Cp exp [—r (H — Ị 1 (V)] . (3.53) 

Dòng thứ hai trong định nghĩa (3.52) giải thích nội dung của trung bình 
< ... > ghi ở dòng trên. Đó là trung bình nhiệt động viết cho trường hợp 
tổng quát của các tập hợp chính tắc lớn (grand canonical ensemble), trong 
đó Hamiltonian H được thay bằng (H — ụ. N) với /1 là thế hóa học, N là số 
hạt (xem, chẳng hạn, Toda et al. 1983). Toán tử trật tự thời gian T tác dụng 
tương tự như ở trường hợp nhiệt độ không: nó sắp xếp các toán tử với T sớm 
hơn (gần — (3 hơn) nằm về phía bên phải. Với bài toán một hạt đơn lẻ thì 
/X = 0 và trung bình nhiệt động được hiểu theo nghĩa (3.37). Để ý thêm là, 
trong định nghĩa trên, phụ thuộc T của các toán tử (3.53) có dạng như toán 
tử Heisenberg (3.2) với it thay bằng T. 

Bằng thay trực tiếp (3.53) vào (3.52) và sứ dụng tính hoán vị vòng quanh 
của phép lấy vết: 

Tr {ABC ... YZ} =Tt{BC ... V z A} , (3.54) 
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ta dễ thấy rằng, quả là vế phải của (3.52) phụ thuộc chỉ vào hiộu (r — r') 
như ghi ở vế trái. Do tĩnh chất này ta luôn có thể chọn r' = 0 và viết lại 
biểu thức định nghĩa (3.52) dưới dạng 

Ơ(P,T) = -<TC„(r) c;(0)) . (3.55) 

= -Z~ l Tr {e~ 0K T (e rK C p e~ rK C p + )} . 

Ở đây, để cho gọn, ta dùng ký hiệu K = H - ỊíN. 

Để tìm hàm Green phụ thuộc tần số tương ứng với (3.55) ta cần biết tính 
chất phụ thuộc T của Q (p, r). Xét, chẳng hạn, trường hợp T < 0, khi (3.55) 
có dạng 


Sịp.r) = (Tc;(0) e^C p e- rK ) 

= Z-'-ĩĩ {e - 0 * 1 c+ e rK C p e~ rK } . 

Để ý rằng, biểu thức đã đổi dấu do hoán vị hai toán tử fermion. Nhân thêm 
e -pK. e 0 ic = ị v £ 0 sau Q+ r< 5i sử dụng tính chất (3.54) của Tr, ta có 

Q(P,t) = Z- l Tr{e- 0 lc e ÌT+m C p e- ÌT+íi)K C+} 


— —S(p,T + 0 ) ; 0 < r + /?</?, 
hay 

Q(p, T ) = - Q (Pi T + 0) ; -(3 <T < 0. 

Ta thấy, hàm Green electron Q (p, r) có tính chất (3.50) của các hàm fermion. 
Và, do đó, nó biến đổi Fourier theo quy tắc (3.51): 

Ợ(p,iuj n ) = Ị ár G (p, t) e luJnT , (3.56) 

J 0 

õ(p,r) = ^53 e _iw " T ổ(p, iw„) , (3.57) 
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trong đó tần số u n nhận các giá trị bằng một số lẻ lần của 7 ĩ/ị3. Biểu thức 
(3.56) chính là hàm Green electron phụ thuộc tần số. 

Ví dụ: hệ hạt tự do (không tương tác). 

Trong trường hợp đơn giản này ta có 

H = Ho = Y^ĩ p C+C p , 

K = K.0 = £ípơ p + c p , (3.58) 


với 


£p £p • 


Phụ thuộc T của toán tử Cp (r) trong (3.55) bây giờ có dạng 


c p (r) = e T>Co c p e~ TlCo = e~^ T C p . 


(3.59) 


(3.60) 


Dấu bằng thứ hai trong hệ thức trên là hệ quả của /Co (3.58) và định lý 
Baker-Hausdorff: 

e A Ce- A = c + [A, C] + ị [A, [A, c]] + 


+ ị[A, [A, [A,q]] + ... 


Thay (3.60) vào (3.55) ta được dạng phụ thuộc thời gian của hàm Green 
tự do (không tương tác): 


Qo (p, r) = - e (r) (C p C p + ) + 0 (-r) e~^ (c; C p ) 


= -e ípT [&(T)(l-n F (ỉ p ))-0(-T)n F (ỉ p )j 


= -e ípT [0(r) -n F (í P )J , 

trong đó n F (Ệ p ) = (C p C p ) là trung-bình của toán-tử số hạt 

n F (íp) = (e 0ip + l) _1 . 


(3.61) 
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Thay (3.61) vào (3.56) ta được dạng phụ thuộc tần số của hàm Green 
electron tự do. 

Gv(p.iuj n ) = í CỈT e tuJnT Gĩ) (p. t) = - (1 - n F ) í dr e r{lịJÌTt ~ ịp) 

J 0 J 0 

(1 -ĨÌ F ) - 1 ) 

1 UJ„ - tp 


Vì với electron ì Ị3u>„ = i(2n + 1) 7T, nên ở thừa số thứ hai trên tử số ta có 
e if3ujn e - Pịp _ và biểu thức trên trở thành 


Go (p. ì^n) = 


(1 - n F ) (e 8ịỉ> + l) 

iu n -e, p 


Thay 1 — n F = e^p/ + l), ta được kết quả cuối cùng: 


Go (p, ìu n ) = 1/ (ỉuj n - íp) . (3.62) 


Hàm Green electron tự do phụ thuộc tần số (3.62) có dạng trùng với số hạng 
trong tổng (3.41) như đã giới thiệu ở trên. Trong hàm (3.62), nhiệt độ T có 
mặt ở tần số Lư n = (2 n + 1) 7 ĩ/Ị3 = (277 + 1) 7 T k D T. 


3.3.3 Một sỏ tính chất cơ bản 

Tất cả các đại lượng đo trong thực tế, như độ dẫn điện hay độ cảm từ, 
đều liên quan trực tiếp với hàm Green trễ. Hàm này, tất nhiên có thể tính trực 
tiếp trong khuôn khổ hình thức luận thòi gian thực quen thuộc (xem, chẳng 
hạn, March et aỉ. (1967)). Tuy nhiên, con đường đơn giản hơn là tính hàm 
Green nhiệt độ tần số ảo tương ứng, sau đó bằng cách thay i uj n —> UJ + iỗ 
với ô —> 0+ ta sẽ nhận được hàm Green trễ. Dưới đây ta sẽ chứng minh định 
đề này. 

Hàm Green trễ được định nghĩa dưới dạng tổng quát như sau: 

&*> ( p , t - 0 = -ie (í - í') (c p (0 CỊ ự) + c; ự) c v (t)> . (3.63) 

Ở đây, ta dùng ký hiệu G (mà không Ợ) vì hàm Green trễ là hàm của thời 
gian thực t, dù rằng trung binh (...) trong (3.63) vẫn là trung bình nhiệt 
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động như trong (3.52). Các toán tử Heisenberg trong (3.63) phụ thuộc vào 
thời gian thực: 

Cp(t) = e' Kt C p e~' Kt . (3.64) 

Vì hàm Green trễ chỉ tác dụng khi t > t/, nên nó có tính nhân quả. Và, 
bởi lẽ nhân quả là tính chất cố hữu của mọi quá trình thực tiễn, hàm Green 
trễ có ý nghĩa thực tiễn rất lớn. 

Là hàm của thời gian thực, hàm G [fí) (p, t — t') biến đổi Fourier theo 
quy tắc thông thường: 

G (fl) (p. u)= ỉ dte^-^G^&t-t 1 ). (3.65) 

J —oo 

Với các electron không tương tác, khi /c = /Co (3.58), theo (3.60) và (3.64), 
ta có 

c p ự) = e-** t c p . (3.66) 

Thay (3.66) vào (3.63) ta được hàm Green trễ của electron không tương tác: 

Gị R) (p,t-f) = -ieụ-t') e- (c p C p + C p c„) 

= -i8{t- í') exp [- iị p (í - í')] • (3.67) 

Thay (3.67) vào (3.65) ta nhận được dạng phụ thuộc tần số của hàm Green 
trễ electron tự do: 

G[ R) (p, tư) = c . r • (3.68) 

LU — Ẹp i ò 

Lưu ý ràng, ở đây tần số LU trùng với năng lượng E của hạt (h = 1). So sánh 
(3.68) với hàm (3.36) trong trường hợp nhiệt độ không, ta thấy ở (3.36) bên 
cạnh ô có nhân tử sgn (£p), ngụ ý ô đổi dấu ở bề mặt Fermi, còn ở (3.68) ta 
chỉ đơn giản có ô —> 0 + . 

Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng, hàm trễ ơ (/?) (tư) có thể nhận được từ 
hàm Matsubara ợ ( iuu n ) tương ứng. Trong các định nghĩa (3.52) hay (3.63) 
trung bình thực chất là lấy theo tập các trạng thái riêng chính xác của /c. 
Tất nhiên, ta chưa biết và cũng không thể biết các trạng thái này. Nhưng, 
dù sao, ít ra là về nguyên tắc, chúng tồn tại. Giả sừ 


K I n) = E n I n} . 
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Khi đó, Tr (...) = (771 ... I Tì) và hàm trễ (3.63) viết được dưới dạng 

G r (t - t') = -W(t-t')Z- i Y,(”\ p ~ IÌK [C(t)C + (t') + 

+ c + ự) c (í)] \n) 

— — i9 (t — t’) z~ l e _/3£ " [(rcị c (í) I m) 

(mị c + ự) \n) + (n\ c + ự) I m) (m| c (í) |ra)] . 

ở đây và trong toàn bộ phần chứng minh này ta bỏ biến p trong các hàm 
Green cho gọn. Bốn yếu tố ma trận trong ngoặc vuông có thể đánh giá đơn 
giản, chẳng hạn: 

(n\C(t)\m) = (n\e llCt Ce- llCt \m) 

= (n\c \m) e^ En ~ Em ' )t . 

Với các yếu tố ma trận như vậy hàm G (/?) ( t - t') chuyển thành dạng: 

G (R) (í - í') = -Ì0(t- í') Z _1 Ị e *(s.-£"0(‘-í') 

m,n 

\(n\c\ m)\ 2 + e -< E "-Ern){t-t') |( m | c I n )| 2 j . 

Bằng cách đánh đổi hai chỉ số hình thức, m ĩi, ở số hạng thứ hai trong 
ngoặc vuông, số hạng này sẽ trở nên trùng với số hạng đầu. Ta ghép hai số 
hạng với nhau với chú ý là khi đánh đổi như vậy nhân tử e~ l3En ứng với số 
hạng thứ hai chuyển thành e~ 0Ern . Kết quả cho: 

= -Ỉ9{t-t') Z- l Ỵ^\{n\C\m)\ 2 

m,n 

ị e -í3E n + g-/3£mj exp{á ạ _ £/) (£ n _ E m )}. (3.69) 

Đây là dạng phụ thuộc thời gian của hàm trễ, biểu diễn qua hàm riêng và trị 
riêng của K,. Đặt biểu thức này vào (3.65) ta nhận được hàm Green trễ phụ 
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thuộc tần số (năng lượng): 

G (r) (uj) = -i Ị e ừi ‘ J+iS '>dtZ- i ỵ2ị{n\C\m)\ 2 


[e 0En + e 0Em ] exp{z {En. - E m ) t} 


Z _1 


Y^\{n\C\m)\ 2 


e -0E n + e -0E m 

Lú + E n — E m + iỗ 


; ô -> 0 + 

(3.70) 


Ở đây, như thường làm (xem B3.2), số hạng i ỗ được bổ sung vào để bảo 
đảm sự hội tụ của tích phân ở t lớn. 

Chuyển sang xét hàm Green Matsubara tương ứng. Theo định nghĩa 
(3.55), với r > 0, ta có: 

G (r) = - Z~ 1 T: (n\ e~ l3lc C (r) I m) (m| c + I n) 

m,n 

= -Z~ l J2 e-' 3 ®" (ra| e rK C e~ TK I m) H c + I n) 

m,n 

= -Z-'Ỵ^\{n\C\m)\ 2 e- 0E ’'e TỈ ' E ''- E ^ . (3.71) 


Thực hiện biến đổi Fourier theo (3.65), từ (3.71) ta nhận được hàm Green 
Matsubara phụ thuộc tần số : 

G(ÚJ n ) = -Z- 1 ^|(íĩ|C|m)| 2 e-' 3E " r dre^.e^-^ 

m,n 


Z _1 


^|(ra|C|m)| 


2 e -0Bn + e-0E~ 

iíú n + E n — E m 


(3.72) 


Để nhận được kết quả cuối cùng ờ trên, chú ý là, khi thay cận tích phân, với 
electron ta có exp (iuJ n 0) = — 1. 

Biểu thức (3.72) là hàm Green tần số Matsubara biểu diễn qua các hàm 
riêng và trị riêng của JC. So sánh (3.72) với (3.70) ta thấy, quả là hàm Green 
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trễ G (/?) (u) có thể nhận được trực tiếp từ hàm Green Matsubara bằng cách 
đơn giản thay ĩuỉ u UJ + iổ: 

G (W| ụ) = g {iu.'„ ^u> + iS) . (3.73) 

Đây chính là định đề cần chứng minh về hộ thức giữa hàm Green trễ và hàm 
Green Matsubara. 

Vì hàm Green sớm Ơ (A) (u;) bằng liên hợp phức của hàm Green trễ, nên 
từ (3.73) ta cũng có: 


G {A) M - Q (ÌLU n ->LJ-ÌỖ) . 

Như vậy, bằng phép chuyển giản đơn (3.73), một khi biết hàm Green 
Matsubara ta dễ dàng nhận được hàm Green trễ tương ứng. Từ hàm Green 
trễ ta có thể tính tiếp các đại lượng, có thể đo trực tiếp bằng thực nghiệm. 
Ta xét một đại lượng quan trọng được định nghĩa qua hàm Green trễ, gọi là 
hàm phổ. 

Hàm phổ (spectral ủinction) hay hàm mật độ phổ (spectral density func- 
tion) của electron được định nghĩa là: 

A (p, u) = - 2Im (G (/ỉ) (p, tư)} . (3.74) 

Ở đây, cũng cần nói thêm rằng, độc giả có thể gặp các định nghĩa khác nhau 
về hàm phổ, nhưng sự khác nhau chỉ là ở hệ số phía trước (xem B3.3). 

Đặt (3.70) vào (3.74), sử dụng đồng nhất thức (1.70), ta có 

A(p,u>) = 27 tZ~ 1 |(ĩt| Cp \m)\ 2 (e~ 0En + e~ 0Em ) . 

ổ(uJ + E n -E m ). (3.75) 


Hàm phổ (3.75) có các tính chất cơ bản sau: 

(1) A (p, u) luôn dương. Điều này dễ thấy vì tất cả các số hạng ở vế 
phải của (3.75) là dương. Đây là tính chất quan trọng và cần có vì A ( p , u) 
cớ ý nghĩa như một hàm xác suất. 
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(2) A (p, cư) thỏa mãn quy tắc tổng 

/ oo 1 

gyl(p >w ) = l. (3.76) 

Quy tắc này có thể chứng minh bằng lấy tích phân trực tiếp (3.75): 

/ Ếr Ẩ (p> w ) = Z ~'E IHCpl m }| 2 {e~ í>En + e~ IĨB "‘) 

J -°° Z7r 

= z ~' E 6 ~ Í ’ E " [< n l C T l m ) H C P \ n ) + 

(n\ c; Im> (m| C p |n)] 

= Z-'Y j e~ íiE ’' (n\c„c; + c; c v \n) 

n,m 

= Z~ ì Tr{e~ íìlc } = 1. 

Trong quá trình chứng minh trên, theo từng bước, ta đã: (i) tách biểu thức 
trong tổng thành hai số hạng, ở số hạng thứ hai ta đổi vị trí hai chỉ số hình 
thức n và m; (ii) sử dụng phản giao hoán [Cp, c+] = 1. 

(3) Đối với electron không tương tác, JC = /Co, tương ứng với Go (3.68), 
ta có: 

Ao (p, uj) = 2ttô (lơ - £ p ) . (3.77) 

Ý nghĩa của hệ thức này sẽ trở nên rõ ràng nếu ta lý giải Aq (p, Lơ) như 
phân bố xác suất để electron có động lượng (momentum) p và năng lượng 
E = Lơ. Vì với electron tự do E = £p, nên phân bố xác suất phải có dạng 
hàm delta. 

(4) Biết hàm phổ, ta có thể tính số trung bình các electron ở trạng thái 
vái động lượng p theo hộ thức: 

" p = Ị < Ệ n F{E)Hv,E) , (3.78) 

trong đó n F (E) là hàm Fermi. Để chứng minh hệ thức này, ta viết n p trong 
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trung bình nhiệt động: 

n„ = Z-'Y j ( m \e-f >>c C;\n)(r,\C„\m) 

= z-'Y j e-^\{n\c„\m)\ 2 . 

m.n 

Trở lại biểu thức A (p. E) (3.75), bằng tính trực tiếp ta thấy 

/ X JD 1 

e tiE + 1 A (P' £ ) = z ~ l E^ 0 Em MC v \m )\ 2 
= n p . 

Vì ( e 0E + l) 1 = n F ( E ), nên đẳng thức trên chính là hệ thức cần chứng 
minh (3.78). Ý nghĩa của hệ thức này là, số trung bình các hạt ở trạng thái 
p bàng tổng của rì F (E) với trọng khối A (p. E) theo mọi năng lượng có 
thể. Ở đây, một lần nữa ta thấy A (p, E) có ý nghĩa như xác suất để hạt với 
năng lượng E có động lượng p. Trong trường hợp riêng của electron không 
tương tác, khi ^4 = ^4 0 (p, E) = 2irô (E — £p) (3.77), vế phải của (3.78) cho 
ta biểu thức quen thuộc của toán tử số hạt trung bình 

^F^ p ) = (c;c p ) = (e^ + l)- ỉ . 


3.4 Hàm Green phonon 

Vì trình tự cũng như mọi biến đổi, chứng minh ở tiết này là hoàn toàn 
tương tự với tiết trên, chi khác nhau ở những chỗ có liên quan đến tính thống 
kê của hạt (hệ thức giao hoán, toán tử mật độ hạt...) do electron là íermion 
còn phonon là boson, nên chúng ta bỏ qua các dẫn dắt trung gian, chỉ đề 
cập tóm tắt các kết quả chính. Các chi tiết tính toán có thể tham khảo trong 
các cuốn sách của Abrikosov và đồng tác giả (Abrikosov et al. 1963) hay 
của Mahan (Mahan 2000). 

3.4.1 Trường hợp nhiệt độ không 


Hàm Green phonon nhiệt độ khỏng được định nghĩa là: 

D(q, A; t - t‘) = - i (\T B q \ I), 


(3.79) 
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trong đó h q x (bt q x) là toán tử hủy (sinh) trong biểu thức khai triển của toán 
tử dịch chuyển nút mạng: 

ỔR * w=‘E (2MỈ^r^ + b -^‘) e ‘ kR -’ 

(M: khối lượng của nguyên tử nút mạng, N: số nguyên tử; Ể fcA : vectơ phân 
cực ; A: chỉ số phân cực của phonon). 

Vdi một phân cực xác định, hàm (3.79) biểu diễn được qua S-matrận 
dưdi dạng 


; 0 (\TỖ q (t)è_ q ự)S(^-™)\) 0 

D(q,t — t) = —ỉ - /ỉc r —T 77 - 

0 (|5(oo, -oo) |) 0 


(3.80) 


Nếu không có nhiễu loạn, thì tương tự như ví dụ 1 trong 3.2.2, chú ý thêm 
là, vdi phonon 0 {| b q b+ |) 0 = 1, 0 {| b+ bq |) 0 = 0, ta có hàm Green phonon tự 
do: 


D{q,u) = 


1 _ 1 

u — iơq + iỏ u + u q — iỗ 


2u q 

Lú 2 — LJ 2 + iô ' 


(3.81) 


3.4*2 Trường hợp nhiệt độ hữu hạn 

Hàm Green phonon nhiệt độ hữu hạn được định nghĩa là: 

V(q,T- t') = - (TB q (r) B. q ự)) ; - (3 < r < (3 (3.82) 

vói 

B q {T) = e T ' H (b q + bt q )e- TH . (3.83) 

Vì phonon không có thế hóa học (số hạt khỏng xác định), nên sự phụ thuộc 
T của các toán tử chi liên quan vdi Hamiltonian H. Cũng như vói hàm Green 
electron, vế phải cùa (3.82) chỉ phụ thuộc vào (r — r'). 
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Khác nhau chủ yếu giữa hàm electron Q và hàm phonon V là ở chỗ, hàm 
phonon V (r) có tính chất của các hàm boson (3.47): 

V(q.T)=V{q.T + ỊỈ) \-Q<T< 0, (3.84) 

và do đó, nó biến đổi Fourier theo quy tắc (3.49). 


V (ợ, i Lú n ) = 

poo 

/ dre'^ T V(q,r) , 

J 0 

(3.85) 

II 

77 

c? 

Ì£e-“» T X>(9, ÍW „) , 

(3.86) 


trong đó tần số UJ U chi nhận các giá trị bằng một số chẵn lần của ĩĩ/(3. 

Để ý là, sự khác nhau giữa các đại lượng đối vdi electron (fermion) và 
phonon (boson) thường chi là khác về dấu (chảng hạn giữa (3.47) và (3.50) 
hay giữa n F (£p) và n B (í ú q )). Nguồn gốc của sự khác nhau này là, trong khi 
các toán tử íermion tuân theo hệ thức phản giao hoán thì các toán tử t>oson 
tuân theo hệ thức giao hoán. 

Hàm Green nhiệt độ đối vdi hệ phonon tự do, khi 14 = 7ÍQ = ^uj q b q bq, 
dễ dàng nhận được bằng thay trực tiếp vào (3.82) các toán tử (3.83) vdi 
H = H 0 : 


B q (r) = e rWo b„ e~ TWo + e TUo bt q e~ TH ° 

= e-™« b q + e™’ bt q 

(ở đây ta đã sử dụng (3.60)), đồng thời chú ý đến các hệ thức đối vdi giá 
trị trung bình nhiệt động của toán tử số boson N q = {b q bq) = riB (w q ); 
(b q b+) = N q + L Kết quả chọ: 

Vo(q,T) = -ỡ(r)[(iV, + l) e -^ + iV,e^] 

= -6 (-t) [iV, e-™* + (N q + 1) e™’] . (3.87) 

Đây chính là dạng phụ thuộc thời gian của hàm Green phonon tự do ở nhiột 
độ hữu hạn. Thay biểu thức này vào (3.85) ta được hàm Green phụ thuộc 
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tần số tương ứng: 

ĩ>0 (ợ, iu n ) = 


Rõ ràng là hàm này luôn âm và nó có dạng gần giống với hàm Green nhiệt 
độ không tương ứng (3.81). 


(ÌCJ n ) 


2uj a 


4+^ 2 ' 


(3.88) 


3.43 Hàm Green phonon trễ 

Hàm Green phonon trễ được định nghĩa là 

D {R) (q,t-t') = -i9(t-1') (Bq (í) B-„ ự) - B_, (ế') B„ (í)) • (3.89) 

Giũa hàm trễ D (Ft> (3.89) và hàm Matsubara (3.82) đối với phonon cũng có 
hệ thức tương tự như (3.73): 

D {R) {u)=V{ỈLO n -*LO + iỗ) . 


Và cuối cùng, hàm phổ phonon p (ợ, lj) cũng được xác định tương tự 
như (3.74): 

P{q, ù) = -2Im {D {R) (ợ, u)}. (3.90) 

Hàm này thỏa mãn "quy tắc tổng": 


/ tz nB M p (7’ = 2N q + L 

J —oo 37Ĩ 


(3.91) 


Vói phonon đại lượng p (ợ, Lú) luôn dương và có thể hiểu như xác 

suất phụ thuộc nhiệt độ để có các phonon vói q và UJ. Đối với các phonon 
khỏng tương tác, từ (3.88) và (3.90) ta có: 


Po (ợ, ù) = 27r [ô (u - uj q ) - ô (u + u q )]. 


(3.92) 
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Thảo luận bổ sung và bài tập 

B3.1 Nói chung thuật ngữ "hàm Green" trong lý thuyết trường có ý nghĩa 
rộng hơn trong lý thuyết các phương trinh vi phân tuyến tính. Trong 
lý thuyết trường dù rằng hàm Green vẫn thỏa mãn phương trình với 
vế phải là hàm delta, nhưng các phương trình này nói chung là phi 
tuyến. Các định nghĩa hàm Green trong chương 3 là tổng quát cho 
các hệ nhiều hạt có tương tác. Trong trường hợp riêng của hệ hạt 
không tương tác, khi phương trình trường trở nên tuyến tính, ta có thể 
viết hàm Green dưới dạng đơn giản như trong chương 2. 

B3.2 Trong cuốn sách này ta thường gặp các tích phân dạng 

[ e lst dt 

J 0 

Để tính tích phân dạng này ta xem nó như giới hạn 

lim [ e lst ~ ỗt dt = ỉ lim — Ị—: • 

ỏ— »0+ J Q Ổ—►O.Ị. s -f- ỉò 

Số hạng iỗ ở mẫu số mô tả phương pháp bao cực 5 = 0 khi tính tích 
phân. Cụ thể là, sử dụng tích phân trị chính 

J F ^ĨTĨ í - F f L T li --" Fít,) ' 

ta có thể viết tiếp 

——77 = p (T) - iir5(s) . 
s + iỗ \s J w 

Đây chính là đẳng thức (1.70). 

B3.3 Trong cuốn sách của March và đồng tác giả (March et al. 1967) hàm 
phổ electron được định-nghĩa là A (p, u) = ơ (/ỉ) (p, u) — ơ (/4) (p, cu), 
khác với (3.74) bởi nhân tử (— ỉ). Còn trong cuốn sách của Rickayzen 
(Richkayzen 1980): (u)-G^ (cu) = 2niA (cu). Ngoài (3.76) và 

(3.78), hàm phổ còn thỏa mãn một số quy tắc tổng khác (xem Martin 
and Schwinger 1959). 



92 


Chương 3. Các hàm Green trong Vật lý chất rắn 


B3.4 Hãy kiểm tra lại hệ thức sau đây trong dẫn giải (3.13): 

ỵ Ị dtỵ Ị dt 2 Ị dhT\V{h) v(t 2 ) K(t 3 )] 
= ídh r dt 2 r dt 3 v(u)v(t 2 )v(t 3 ). 

J 0 J 0 J 0 

B3.5 Chứng minh rằng công thức Feynman 

e A + D _ e A e D e - ( 1 / 2 ) [A, D} 

chi đúng nếu [A, B ] giao hoán với cả A lẫn B. 

B3.6 Chứng minh hệ thức sau 

t) = -iO(t) W ) e-“‘. 



Chương 4 

Hàm Green và lý thuyết nhiễu loạn 


Chương này dành để trình bày lý thuyết nhiễu loạn trong hình thức luận 
hàm Green. Trong lý thuyết này, Hamiltonian toàn phần của hệ được viết 
dưdi dạng H = Ho + Vy trong đó Ho là phần có thể giải chính xác, thường 
gọi là Hamiltonian không nhiễu loạn, còn V là phần nhiễu loạn. Trong ngôn 
ngữ hàm Green việc tìm hàm riêng, trị riêng của Hamiltonian toàn phần H 
có thể thực hiện theo các bước sau: 

(1) Tìm hàm Green Go, tương ứng vdi Ho. 

(2) Biểu diễn hàm Green G của Hamiltonian toàn phần H qua Go và V. 

(3) Từ hàm Green G nhận được, rút ra các thông tin về trị riêng, hàm 
riêng của H. 

Bước (1) phụ thuộc vào dạng cụ thể của Ho. Thông thường Ho được 
chọn sao cho Go đã biết hoặc dễ dàng tìm được. Bước (3) đã trình bày chi 
tiết trong chương 2. Bước (2) có thể thực hiện bàng sử dụng gần đúng nhiễu 
loạn và là nội dung hai tiết đầu của chương này. Ta sẽ xét hai trường hợp: 
nhiễu loạn không phụ thuộc và có phụ thuộc thòi gian. Để tiện sử dụng, các 
kết quả chính sẽ được viết đồng thòi trong các biểu diễn khác nhau. 


4.1 Nhiễu loạn không phụ thuộc thòi gian 

Xét trường hợp Hamiltonian của hệ H = Ho + V không phụ thuộc thòi 
gian, nghĩa là ta có bài toán trạng thái dừng. Thông thường Ho và V được 
chọn sao cho đóng góp của V là nhỏ hơn so vdi của Ho. Nội dung cùa 
phương pháp nhiễu loạn là tìm bổ chính liên quan vdi V vào trị riêng và 


93 



94 


Chương 4. Hàm Green và lý thuyết nhiễu loạn 


hàm riêng của Ho- bổ chính này là một chuỗi vô hạn theo V, và trong thực 
tế, tính toán thường dừng lại chỉ ở vài số hạng đầu. Dưới đây, ta sẽ viết 
chuỗi nhiễu loạn bằng ngôn ngữ hàm Green. 

Giả sử ta đã biết hàm Green Go của Ho (xem (2.88)): 

Go(r?) = (r?-Wo)' 1 , (4.1) 

và phải tìm hàm Green của Hamiltonian toàn phần: 

G(r ì ) = (r ì -H)- 1 . (4.2) 

Trong (4.2) thay H = Ho + V, ta có 

G(v) = (ĩl-no-vy 1 

= {(rì-no)[ì-(v-no)- 1 V}}- 1 

= [1 - Go (77) vp 1 Go (77) . 

Khai triển nhân tử (1 - Go V) -1 thành chuỗi lũy thừa, ta có tiếp: 

G (77) = Go + Go V Go + Go V Go V Go + ... (4.3) 

Đây chính là hệ thức cần tìm, trong đó G được biểu diễn dưới dạng một 

chuỗi vô hạn của Go V. 

Ta viết lại (4.3) dưới dạng gọn và đẹp hơn: 

G = Go + Go V (Go + Go V Go + • •.) • 

Vì chuỗi là vô hạn nên biểu thức trong ngoặc lại chính là G (4.3), nghĩa là: 

G = G 0 + Go V G . (4.4) 

Ta cũng có thể viết (4.3) dưới dạng 

G = Go + (Go + GoVGo + ...) V Go 

= Go + G V Go . (4.5) 

Hệ thức (4.4) hay (4.5) là các dạng viết gọn của (4.3). Đó là các phương 
trình kín xác định G theo Go và V. 
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Trong r-biểu diễn, chẳng hạn (4.4) có dạng: 

G (r. r'; ĩ]) = G 0 (r, r'; ì]) + Ị dr ] dr 2 Go (r. rj; 77) 

V (r ll r 2 ) G(r 2 .r; 77 ). (4.6) 

Nếu thế nhiễu loạn V có dạng đơn giản (thường gặp trong nhiều bài toán một 
hạt trong trường ngoài): 1 / (ĩ*i,r 2 ) = ô (ĩ*i — r 2 ) V' (ri), thì (4.6) chuyển 
thành: 


G (r, r'; 77) = Go (r, r'; 77) + J dĩỊ Go (r, rr, tị) 

V' gì) G(ri,r'; rị ). (4.7) 

Đây là một phương trình tích phân tuyến tính không đồng nhất của hàm 
Green G vói nhân (kemel) là Go V'. 

Còn, nếu làm việc trong k biểu diễn thì (4.4) có dạng: 

G (k, k'; rị) = Go (k, k'; 77) + Ỵ2 Go (k, k,; rị) 

V (ki, k 2 ) G (k 2 , k'; rị). (4.8) 


Biểu thức (4.8) là biến đổi Fourier của biểu thức tương ứng (4.6). 

Trong lý thuyết nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian, cùng với hàm 
Green, ta đưa vào một đại lượng bổ trợ quan trọng gọi là T-ma-trận, định 
nghĩa như sau: 

T(r ì ) = VG(r ì )[r ì -n 0 ] . (4.9) 

Tất nhiên, nếu ĩ] trùng vói trị riêng gián đoạn E n của Ti thì G (77) có cực 
đơn giản, và vì vậy T (ĩ}) cũng có cực, trừ trường hợp, khi trị riêng E n 
và hàm riêng tương ứng ịĩpn) của Tí thỏa mãn cả phương trình vói Tí 0 : 
Tío \ĩỊj n ) = E n \ĩpn). Trong trường hợp đó, cực cùa G (77) và khỏng điểm của 
(ĩì — Tío) tại 77 = E n có thể khử nhau và hàm T (77) vẫn là giải tích. Còn, 
nếu 77 trùng vói E thuộc phổ liên tục của Tí , thì tương ứng vdi G ± (E) y ta 
định nghĩa 


(E) = VG ± (E) (E-TLũ). 


( 4 . 10 ) 
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Nói chung, tính chất giải tích của T (17) là giống như của G (17). Và, 
tương tự như (4.3) (4.8), hàm T (rị) có thể biểu diễn qua Go và V. Thật vậy, 
nếu trong (4.9) thay G bằng biểu thức (4.3) và (17 - Hữ) = Gõ 1 , ta được: 

T(17) = V + VGo(r ì )V + VGo(r ì )VGo(r ì )V + ... 

= V + V (G fì + GqV Gq + ...) V . 

Vì biểu thức trong ngoặc chính là G, nên 

T(rj) = V + VG(rj) V. (4.11) 

Bàng các cách ghép nhóm khác, tương tự như khi dẫn ra (4.4), (4.5), ta 
dễ dàng nhận được các hệ thức tương đương: 

T(v) = V + VGo(tị)T(tị) , (4.12) 

T(rj) = V + T(rj)Go(rj)V. (4.13) 

Hơn nữa, dễ thấy là hệ thức cơ bản (4.3) cũng có thể viết lại qua T (17): 

G (17) = Go (17) + Go (17) T ( 77 ) G 0 (rị) . (4.14) 


Như vậy, một khi biết T (rị) ta có thể tính G ( 17 ) và ngược lại. Các hệ 
thức toán tử trên tất nhiên có thể viết rõ ra trong r biểu diễn hay k-biểu-diễn 
như đã làm vdi hàm G ở (4.6)- (4.8). Chẳng hạn, trong k-biểu-diễn hệ thức 
(4.12) có dạng: 


T (k, k'; Jj) = K(k, k') + £V(k, kj) Go (k^v, 1}) r(k 2 ,k'; rì), 


kik 2 


(4.15) 


trong đó 


V (k, k') = <k|l/|k') 


= (k| V |k') 

= ^ J dr dr' V (r, r') exp (— ỉ k r + i k' r'); 



4.Ỉ. Nhiễu loạn không phu thuộc thời gian 


97 


ơo(ki.k 2 :7/) = (k,| Goto) |k 2 ) 

= ^ Ị dr l dr I G {) (r L . r 2 ; ĩ]) exp (-ỉk]!*] + /k 2 r 2 ); 

T (k. k'; 77) = (k| T (77) |k') 

= ^ j dvdv'T (r, r'; ĩ]) exp (-ikr + ikV). 

Trong trường hợp riêng, khi nhiễu loạn V có dạng V (r, r') = 
ô (r — r') V' (r), thì 

V (k, k') = i J dr V' (r) £-< k - k > = I V' (k - k'). (4.16) 

ở đây, V' (k - k') = V' (q) = f drV' (r) e~ iqr là biến đổi Fourier của 

V'(r). 

Nếu Go (ĩ*i, r 2 ) là hàm chỉ của (ì*! - r 2 ) thì ta có: 


ơo(k 1 ,k 2 ;77) = ^ afc2 Go(ki;?7) ỉ (4.17) 

trong đó Go (ki; 77 ) là biến đổi Fourier của Go ( 1*1 - r 2 ; 77 ) đối với biến 
p= (Ti -r 2 ). 

Trong trường hợp, khi cả hai điều kiện (4.16) và (4.17) đều được thỏa 
mãn, hệ thức (4.15) trở thành: 

T’ (k, k'; rị) = 1/' (k - k') + / V' (k - k,) 

J (2tt) 

ơo(k 1 ;»7)T , (k 1> k';»7). (4.18) 

Ở đây, ta đặt T' = QT ; D là số chiều. 

Như đã giói thiệu ở trên, nói chung tính chất giải tích của T -ma trận là 
tương tự như của hàm Green G. Và như vậy, như chỉ ra ở chương 2, biết G 
hoặc T ta có thể xác định (i) trị riêng gián đoạn và hàm riêng tương ứng 
của H , và (ii) mật độ trạng thái trong miền phổ liên tục của H. Bây giờ, ta 
thảo luận thêm vấn đề: làm thế nào để xác định các trạng thái riêng ứng vói 
miền phổ liên tục của H. 
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Phương trình Schrỏdinger không phụ thuộc thời gian (E - H) \ĩb) = 0 
có thể viết dưói dạng 

(E-Ho)\iP) = V\E). (4.19) 

Ta xem xét trường hợp E thuộc phổ liên tục của H. Phương trình (4.19) 
có thể xem là một phương trình không đồng nhất. Phương trình đồng nhất 
tương ứng là (E - Ho) \ộ) = 0. Ở đây ta giả thiết E cũng thuộc phổ liên 
tục của Ho. Khi đó, theo (2.25) lời giải tổng quát của (4.19) có dạng: 

\V) = \ệ) + Gt(E) l/|0±). (4.20) 

ở đây, dấu ± ở \ĩp) là tương ứng với cùng dấu ở ƠQ (ta đang làm việc vói 
phổ liên tục). Trong r-biểu diễn lời giải (4.20) có dạng 

V' ± (r) = 0(r) + J dr 1 dr 2 Go (r,r i; E)V (r^rs)^ (r 2 ) • (4.21) 

Đây là một phương trình tích phân tuyến tính không đồng nhất cho phép xác 
định trạng thái riêng ứng vói năng lượng E thuộc phổ liên tục của H, một 
khi đã biết hàm riêng ộ (r) và hàm Gq (E) của Hamiltonian không nhiễu 
loạn tương ứng. 

Trong trường hợp riêng vói K (ri, r 2 ) = ô (ri - r 2 ) V' (ri), thì (4.21) 
chuyển thành 

ý* (r) = ệ (r) + J dviGg (r, n; E) V' (r,) Ip* (ri). (4.22) 

Phương trình (4.21) hay (4.22) thường được gọi là phương trình Lippman- 
Schwinger. Xin nhắc lại rằng, Hq và V thường được chọn sao cho Ho và H 
có phổ liên tục trùng nhau. Trong trường hợp ngược lại, E không thuộc phổ 
của Ho thì tương ứng ộ (r) = 0 và Gq ( E ) được thay bằng Go {E) (giải tích 
tại ĩ] = E). 

Hệ thức quan trọng (4.20) có thể viết dưới dạng khác, biểu diễn qua T ± 
hay G ± . Thật vậy, khai triển (4.20), ta có: 

|V’ ± ) = \ệ) + G± V [\ệ) + Gỉ (E)V(\ậ) + ...)} 

= \ệ)+G±[V + VG±{E) v + ..]\ệ) . 
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Phần trong ngoặc, theo (4.11), chính là T ± . Thành ra, ta có biểu thức biểu 
diễn \ĩp ± ) qua T ± : 

1^) = \ộ) + GỈT ± \ộ). (4.23) 

Để biểu diễn l^) qua G ± , dể ý là, nếu nhân trái hai vế của (4.3) với V 


thì ta được: 


V G = T Go , 

(4.24) 

còn nếu nhân phải, thì 


GV = GqT . 

(4.25) 

Thay (4.25) vào (4.23), ta được: 


\iị> ± ) = \ậ)+G ± V\ậ). 

(4.26) 


Các hộ thức (4.20), (4.23) và (4.26) là tương đương. Mỗi hệ thức này là một 
phương trinh kín để xác định hàm riêng trong phổ liên tục của H. Bằng kết 
hợp các hệ thức trên ta có thể rút ra các hệ thức bổ ích khác. Chảng hạn, so 
sánh (4.20) và (4.23), ta thấy: 

T* \ộ) = V !#*=), (4.27) 

ở đây, ịĩp*) liên hộ trực tiếp với T ± -matrận. 

Cuối cùng, cần nêu thêm rằng, dường như hàm Green G và T-matrận là 
hai đại lượng tương đương, nhưng thực ra chúng khác nhau (xem định nghĩa 
4.9). Hàm T có vai trò quan trọng trong lý thuyết tán xạ, trong khi hàm G 
là hạt nhân của các lý thuyết dẫn truyền. 


4.2 Bàỉ toán minh họa 

4.2.1 Lý thuyết tán xạ (trường hợp E > 0) 


Xét bài toán một hạt tự do tán xạ bởi một thế dạng delta vói Hamiltonian 
H = Ho + V, trong đó 


Ho = 


2 m 


Ị?_ 

2 m 


V 2 , 


(4.28) 
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V (r, I*') = ỏ (r - r') V (r) . (4.29) 

Thế V" (r) được giả thiết là dương và giảm đủ nhanh khi r —> oo. Điều mà 
ta quan tâm trước tiên là dáng điệu hàm sóng của hạt ìjj (r) ở khoảng cách 
lớn sau tán xạ. 

Trong bài toán khảo sát, phổ liên tục của H và Ho trùng nhau và chạy 
từ 0 đến +oo. Tất nhiên, H có thể có phổ gián đoạn voi năng lượng riêng 
âm nếu ở đâu đó V (r) là âm. Nhưng, ở đây trước hết ta chỉ quan tâm 
đến trường hợp phổ liên tục. Khi đó, nội dung vật lý của bài toán là: một 
hạt toi với năng lượng h 2 k 2 /2m , mô tả bằng hàm sóng không nhiễu loạn 
exp (ikr) /y/Õ, (xem Ví dụ 2.1.3), bị tán xạ bơi thế dương (4.29); do tán xạ 
hàm sóng của hạt bị thay đổi, ta cần tìm dạng tiệm cận của hàm này, ĩp (r) 
khi r —> oo. 

Bài toán có thể giải bằng áp dụng các kết quả trong tiết trước của lý 
thuyết nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian. Thay hai nhân tử cuối trong 
(4.21) bằng (4.27) ta có 

^(r) = -ụ=e ikr + -ụ= ỊdrỊdrỉGg (r, ri; E) 

r* (ri, r 2 ) e ,kr2 . 

Sử dụng hàm G* (r, rj; E) (2.103), viết lại hệ thức trên: 

Vũr(r) = e te -^/^ eXP( t Ì *l r ,r ril) 

27 Tầ 2 J |r-ri| 

T ± ( ri ,r 2 ) e ĩkr2 . 

Ta sẽ chỉ quan tâm đến dạng tiệm cận của '0 ± khi r —> oo. Trong giới hạn 
này, ta có thể bỏ qua 1*1 bên cạnh r ở mẫu số, đồng thòi viết gần đúng số 
mũ ở tử số dưới dạng 

k |r — Ti I « kr — kr\ cos ỡ = kr — k s r! 


với k s là hình chiếu của k lên 1 * 1 . Trong gần đúng này. 
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V / Í2# t (r) -. e’ kr --^-e ±,kr . 

27 ĩ/r r 

/*,rfr se — (r,!^ (£) Ịr 2 ) e ,kri 

= e ' kr_ 25?ỉ e±,kr < ±k » |T,± l k > 

Trong bước cuối của biến đổi ở trên, ta đã viết e tkr = \/n (r|k) và sử dụng 
f dr |r) (r| = 1 (chú ý: T' = ŨT như đã quy ước ở tiết trên). 

Vì ta chỉ quan tâm đến lời giải tiệm cận khi r —> oo, nên trong hai lời 
giải (+/-) ở trên, ta chỉ lấy ĩp + (trong ị~ có thành phần sóng cầu tới, vô 
nghĩa về vật lý). Khi đó, bỏ qua dấu (+) cho gọn, ta viết lại lời giải trên 
dưới dạng: 


ĩỊ}(y) 


const 


pikr 

• + /( k s ,k)^ 

r 


(4.30) 


trong đó biên độ tán xạ / là 


/(ks ’ k) = ~2S^ k ‘l r+(F) IO' 


(4.31) 


Biết biên độ tán xạ (4.31), ta có thể xác định dạng tiệm cận của hàm sóng 
(4.30). Hơn nữa, theo định nghĩa (xem, chẳng hạn, Landau and Lifshitz 
1960), biên độ / còn cho biết tiết diện tán xạ vi phân: 

da/de = l/l 2 = |(k s \T ,+ (E)\k)\ 2 . (4.32) 


Như vậy, tính biên độ / chính là nội dung chủ yếu của bài toán tán xạ. 

Lưu ý thêm rằng, vói thế nhiễu loạn (4.29) hàm T' thỏa mãn hệ thức 
(4.18). Khi đó, hàm / (4.31) cũng phải thỏa mãn hệ thức tương tự: 


/(k - k) = 


k) + 

f v h: ki) k„k) 
J (2tt) 3 E - kỹk\/2m + iỗ 11 11 ' 


(4.33) 
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Ở đây, ta đã thay Go dưói dấu tích phân bằng biểu thức (3.33). Hệ thức 
(4.33) là hệ thức tổng quát, một phương trình kín xác định biên độ tán xạ 
/ trong bài toán thế tán xạ dạng delta. Nếu trong hệ thức này chỉ giữ lại số 
hạng đầu bên vế phải thì ta được biểu thức gần đúng Bom nổi tiếng: 

/(k s ,k) = -^K(k s -k) , (4.34) 

trong đó, chú ý ràng V (k s - k) là biến đổi Fourier của V (r). 

Ta tìm hiểu thêm về quan hệ giữa biên độ / và tiết diện toàn phần ơ. 
Theo định nghĩa : (tiết diện tán xạ vi phân) = (xác suất chuyển trong một 
đơn vị thời gian) X (số trạng thái cuối) / (góc khối toàn phần, 47 ĩ) / (dòng 
hạt tói j — vj rỉ): 

% = [ dE s p (E.) w k . k , ( 4 . 35 ) 

aky 47T V J 

(xem Landau and Lifshitz 1960). Nếu thay vào (4.35) V = hk/m\ p(E) = 
mật độ trạng thái của electron tự do (2.105); w ks k = xác suất theo quy tắc 
vàng Fermi (4.73), ta sẽ nhận lại chính xác hệ thức (4.31). Quan trọng là, 
hệ thức (4.35) cho tiết diộn toàn phần: 

<r = Ị (da/de) de= Wk ’ k 

= ^Y^ {ksịT+{E)ịk) ^- S{Es ~ E) 

ks 

= E <*I T ~ ( £ ) I^> T+ ( E ) I fc > 5 ^ - E ) 

nv 

ks 

= ^^Hk\T + (E)\k)-(k\T-(E)\k)} 

= -^Im{(fc|T + (£)|fc)}. 

hv 

Trong biến đổi ở trên ta đã sử dụng các hệ thức (4.35) và (4.74). So sánh 
biểu thức vừa nhận được của ơ và hộ thức (4.32), suy ra 


<7 = y hn{f(k, fc)}. 


( 4 . 36 ) 
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Đây là một kết quả quan trọng, thường gọi là định lý quang học, cho mối 
liên hệ giữa tiết điện toàn phần và biên độ tán xạ về phía trước. 

Hệ thức (4.36) một lần nữa cho thấy vai trò trung tâm của biên độ / 
trong bài toán tán xạ. Đối với miền năng lượng dương vừa khảo sát hàm / 
cho ta dạng tiệm cận của hàm sóng và tiết diện tán xạ. Đối với năng lượng 
âm, dáng điệu của hàm / cũng có ý nghĩa vật lý quan trọng. Vì hàm / liên 
quan trực tiếp với T-ma-trận, cực của / cũng là cực của T và do đó trùng 
với trị riêng gián đoạn của hệ. Dáng điệu của hàm / cũng thường không 
đơn điệu, có thể có các cực đại nhọn ở một số năng lượng dương. Các trạng 
thái tương ứng với các cực đại này gọi là trạng thái cộng hưởng. 

Để minh hoạ cho nhận xét trên, ta xét một ví dụ đơn giản, nhưng quan 
trọng, đó là trường hợp thế hút Coulomb V (r) = - e 2 /r, trong đó e là điện 
tích cơ bản. Hàm biên độ tán xạ tính được là (Landau and Lifshitz 1960): 

= -tT(l- it) exp [2 it . In (sin 0/2)] 
r (1 + it) 2 k . sin 2 6/2 

trong đó 

k = ự2mE/h 2 ; Im {k} > 0 ; 

t = me 2 /h 2 k ; (4.38) 

6 là góc giữa k và k s . 

Hàm / (4.37) có các cực tương ứng các giá trị nguyên, không dương của 
biến trong hàm r (1 — it), tức là khi 1 — it = —p\ p = 0 , 1, 2, ..., hay 

it = 1 + p = n; n— 1 , 2 ,... (4.39) 

Với t từ (4.38), sau khi biểu diễn k qua E, điều kiện (4.39) dẫn đến kết luận 
quen thuộc: hàm / có cực trùng vói năng lượng gián đoạn của hệ: 

_ me 4 1 

* —wà ;B = 1 ' 2 -- (440) 

Lưu ý là, phổ gián đoạn (4.40) là hệ quả của tương tác hút V < 0. Nếu 
ngược lại, tương tác là đẩy thì hàm / vẫn có dạng như (4.37) chỉ thay (z) 
bằng (—z). Khi đó, biến trong hàm r ở tử số không còn có thể là nguyên 
và không dương nữa, hàm / không có cực, nghĩa là hệ không có phổ gián 
đoạn. 
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4.2.2 Trạng thái liên kết trong các hố thế nông 
(trường hợp E < 0) 


Ta vẫn xét bài toán tán xạ của một hạt tự do, nhưng bây giờ thế tán xạ 
có dạng 

-Ỵ r / \ • Í - Vq , nếu r thuộc miền n 0 nào đó, x 

V (r) = < „ , ' (4.41) 

' 1 0 , nếu r không thuộc Qq , 

trong đó Vo là hằng số, dương và rất nhỏ (K) —> 0 +). Điều ta quan tâm trước 
tiên là: với thế (4.41) hệ có các trạng thái gián đoạn hay không? Nếu có thì 
chúng phụ thuộc vào Vo như thế nào? Để trả lời câu hỏi này ta phải tìm hàm 
Green và kiểm tra xem nó có cực đơn giản trong miền năng lượng [- Vq, 0] 
hay không. 

Theo hệ thức cơ bản (4.3), ta có hàm Green 

G (r, r'; ĩ]) = Go (r, r'; ĩ}) - Vq [ dr 1 Go (r, ri; 77 ) Go (ri, r'; 77 ) 

J Qo 

+ V ũ 1 dr ỉ * 2 G 0 (r, ri; Jj) G 0 (ri, r 2 ; 77). 

JíÌ0 «7 0o 

Go (r 2 , r'; 77 ) + ... , (4.42) 


trong đó Vo là biên độ thế (4.41), hàm Green không nhiễu loạn Go của hạt 
tự do có dạng phụ thuộc vào số chiều của hệ khảo sát (xem 2.4.2). 


Trường hợp 3 chiều. Hàm Green tự do là (2.102): 

Go (r ’ rE) = ~iầ rrbĩ e *p (- I r - r'|); 

k ữ = \j2m \E\/h 2 > 0. Hàm này là hữu hạn ngay cả ở năng lượng E gần 
0. Khi đó, tích phân (4.42) là hữu hạn, và do đó chuỗi luỹ thừa theo Vo 
(Vo —> 0+) bên vế phải của (4.42) là hội tụ. Hiộu (G - Go) vì vậy sẽ dần 
đến không khi Vo — > 0+. Nói khác, trong giới hạn Vo — ► 0+ hai hàm G 
và Go sẽ có cùng dáng điệu giải tích. Vì hàm Go là hữu hạn tại mọi E 
thuộc [—Vo, 0], thì hàm G tất nhiên cũng không thể có cực trong miền này. 
Và như vậy, ta đã dẫn ra một kết luận quan trọng: trong hệ 3 chiều, các 
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hố thế nông (V'o nhỏ) có thể không làm xuất hiện các mức gián đoan. Để 
có mức gián đoạn, đại lượng Vo Go phải lớn hơn một giá trị nhất định nào đó. 

Trường hợp 2 chiều. Hàm Green tự do là (2.106): 

Go (r, r'; E) = - -^2 K o i k 0 I r - r'|), 

7Ĩ u 

k 0 = \j2m \E\/h? > 0. 

Vì khi Vó —> 0 + thì |£| —► 0+ và k a —* 0 + , ta có thể khai triển hàm A'o theo 
biến nhò. Giữ lại chi số hạng đầu, ta có 

Go (r. r'; E) = -^2 ln (fc 0 I r - r'|) + ... 

7Ĩ ur 

Thay vào (4.42) các Go trong gần đúng này, rồi chỉ giữ lại số hạng chính ta 
được: 

G (r, r'; E) » G„ (r, r'; E) £ - ln ịkoVs) 1 

= G„(r,r';A)/(l + ^ln(koV5)), 

(4.43) 

trong đó, s là một hằng số có thứ nguyên diện tích và có giá trị cỡ f2 0 - 
Muốn tính chính xác s ta phải lấy các tích phân dạng: 

■■■Ị dr n ln|r-ri| ... ln|r —r n | . 

Nhưng, trong phạm vi thảo luận ở đây quan trọng không phải là giá trị cụ 
thể của s mà là, theo (4.43) thì ngay cả khi Vo nhỏ, Vo —> 0 + , hàm Green 
G (r, r'; E) vẫn có cực tại Eo xác định bởi: 

h 2 ( 2iTằ 2 \ ằ 2 ( 1 \ 

£o ^-2Ìb exp G^m;J"“2^ exp rMkJ' (4M) 

trong đó po = m/27Tằ 2 là mật độ trạng thái của hệ hai chiều. Và như vậy, 
ta đi đến một kết luận quan trọng : trong hệ hai chiều luôn tồn tại mức gián 
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đoạn, cho dù hố thế có nông bao nhiêu chăng nữa. Kết quả này liên quan 
mật thiết với dáng điệu của Go (E) hay po ( E ) ở gần ngưỡng vùng E — 0. 
Chính sự phân kỳ logarit của Go đã làm xuất hiện mức gián đoạn Eo , mà vị 
trí của nó phụ thuộc theo hàm e mũ vào Vofio và pQ như à (4.44). Kết luận 
này có giá trị tổng quát cho mọi trường hợp, khi có sự gián đoạn của mật 
độ trạng thái tại ngưỡng vùng. Vấn đề thảo luận ở đây có liên quan chặt 
chẽ với nhiều bài toán quan trọng (định xứ, siêu dẫn ...) trong các hệ 2 chiều. 


Trường hợp 1 chiều. Hàm Green tự do có dạng (2. 1 10) 

Go (x, x'\ E) = - T 77 - exp (- ko \x - x'|); 

Tư" /Cq 

ko = y/2m \E\/h 2 > 0. 

Vì trong giới hạn Vo —> 0+ có \E\ —> 0+ và k Q —> 0+, nên hàm Go ở 
trên có thể gần đúng bằng: 

Go (x, X] E) Ẽ 0 — * ^/-~ĩn/2h?Ẽ . 


Thay hàm này vào (4.42), ta có 

G(x,x'-E) KS Go(x, x'\ E)Y,(-Gf l V 0 n a ) n 
_ Gọ (x, x'\ E) 

1 + GqVoŨq 

~ Go Ị ịl — Vỉo Voy/— m/2h 2 E^j . (4.45) 

Hàm Green (4.45) có cực (trùng với mức gián-đoạn) tại 

Eo = - m (Q 0 Vo ) 2 /2ằ 2 , (4.46) 

trong đó v >0 là độ rộng của hố thế l chiều. Như vậy, tương tự với hệ 2 chiều, 
trong hệ 1 chiều luôn tồn tại mức gián đoạn cho dù hố thế nông bao nhiêu 
chăng nữa. Tuy nhiên, khác với hệ 2 chiều, mức gián đoạn 1 chiều (4.46) là 
hàm giải tích rõ ràng của Í2 0 Vo : Eo oc - (Í7 0 Vo) 2 , khi Í7 0 Vo —> 0 + . Dáng 
điệu này liên quan với thực tế là trong hệ một chiều ở gần ngưỡng vùng 
(E = 0 ) hàm Go (hay Po) có kỳ dị dạng oc ^ \[Ẽ ^ , trong khi ở hệ 2 chiều 

ta có kỳ dị dạng logarit. 
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4.3 Nhiễu loạn phụ thuộc thòi gian 


Mục đích của bài toán nhiễu loạn phụ thuộc thời gian là tìm hàm riêng 
của Hamiltonian toàn phần phụ thuộc thời gian: 

i 3- f (í) = Hụ’ (í) :H(t) = H 0 + V (í). (4.47) 

Hiển nhiên là ở đây ta không thể nói gì về trị riêng vì với Hamiltonian phụ 
thuộc thời gian, nói chung, không còn khái niệm trạng thái dừng với năng 
lượng xác định. 

Trong tiết 3.1 ta đã chỉ ra rằng, lời giải tổng quát của (4.47) có thể viết 
dưới dạng: 

ỉị)(t) = s (t, -oo) ự> 0 , (4.48) 

trong đó Ộq là trạng thái cơ bản của Hq, còn 5 {t, t') là 5 ma trận, có dạng 
một chuỗi vô hạn của thế nhiễu loạn V (t): 


SM'> - 


• Jt' 

Ị dt n T{V{h)V{t 2 ) ... V(t n )) 
T exp i dti V (íi)^ ■ 


(4.49) 


Phương trình tiến hóa (4.48) cho phép xác định ĩjj (t) dưới dạng chuỗi của 
nhiễu loạn V. 

Tương ứng, hàm Green của phương trình 

0 dĩ ~ n ) G (r ’ r ' ; = 5 ( r - r ') s (í - í'), (4.50) 

cũng biểu diễn được qua S-matrận: 


c(p,<-o-ỉ§, 


( 4 . 51 ) 
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trong đó: 


TS = -i 0 (|rc p (í)ở;(í')l> 0 

+ (-i) 2 r du Á\Tò v (t)v(u)c;ự)\) ữ 

J — oo 

/°° dt , J°° dt 2 0 {| TÔ P (i) 1 / (u) ■ 

V (t 2 ) c+ ự) |) 0 + ... (4.52) 

MS = 0 (|S(oo,-oo)|) 0 . 

SỐ hạng đầu tiên trong chuỗi (4.52) chính là hàm Green tự do tương úng 
Hamiltonian Ho: 

- i 0 (| TÒ P (í) c; ự) |) 0 = Go (p, t-t'). (4.53) 

Để đánh giá các số hạng tiếp theo, tiện lợi nhất là dùng kỹ thuật giản đồ 
Feynman (Feynman 1951). Nội dung của kỹ thuật này, áp dụng cho các 
loại tương tác khác nhau (electron-electron, electron-phonon, electron-tâm 
tạp), được trình bày rất hệ thống trong cuốn sách của Mahan (Mahan 2000). 
Cách vẽ các giản đồ Feynman cho hàm Green một hạt được minh họa rất 
chi tiết ở Phụ lục X trong cuốn sách của March và đồng tác giả (March et 
al. 1967). Trong phạm vi cuốn sách này, chủ yếu dành cho các bài toán một 
electron, chúng tôi chỉ giới thiệu tóm tắt nội dung chính của vấn đề. 

4.3.1 Định lý Wick 

Nói chung, các biểu thức dưới dấu tích phân trong chuỗi (4.52) có dạng: 

0 (\TỠ p (t)v(u)...v(t n )c;ự)ị) 0 . 

Mỗi toán tử V ò đây lại có thể biểu diễn dưới dạng tích của các toán tử sinh, 
hủy, tùy theo dạng tương tác. Chẳng hạn, với tương tác electron-electron: 

y (0 = 2 V Q^'k+q^'k t -q^'k , Ck exp{ií (£,k+q + £k’-q — £k — £,k')} 1 
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trong đó I' q = 47 ie 2 /q 2 là biến đổi Fourier của thế tương tác Coulomb e 2 /r 
(Mahan 2000). Như vậy, nói chung, các biểu thức toán tử cần quan tâm có 
dạng: 

Ả\TC p (t)cf (ti)...c h (Í„)C’+ (í')|> 0 . (4.54) 

Trong mỗi tích, số toán tử sinh bao giờ cũng bằng số toán tử hủy. 

Xét mỗi tích (4.54) ta thấy, bởi vì hệ xuất phát từ trạng thái cơ bản |) 0 , 
và cuối cùng lại trở về trạng thái đó, nên nếu một hạt được sinh ra tại thời 
điểm t t nào đó, thì nó phải bị hủy ở thời điểm tj > t t . Nói khác, trong tích 
(4.54) mỗi toán tử sinh Ỡ+ {t m ) phải có một toán tử hủy Cqi (t n ) nào đó để 
ghép thành một cặp. Thêm vào đó, đại lượng 0 (I T C q > (t n ) c+ {t m ) |) 0 chỉ 
khác không khi q = q 1 . Thành ra, trong rất nhiều cách sắp xếp có thể của 
các toán tử nằm sau T -tích chỉ một số cách có ý nghĩa vật lý. Các cách này 
được xác định bằng định lý Wick, phát biểu như sau: trung bình đối với 
T -tích của một số toán tử nào đó bằng tổng theo các cách ghép cặp có thể, 
trong đó mỗi số hạng có dạng tích các trung bình T -tích của tất cả các cặp. 
Mỗi cặp đều tuân theo trật tự thời gian đúng, nên toàn bộ tích tuân theo trật 
tự thời gian đúng. Ví dụ, 

o(l 

= s a p ố 7i o(| T Ca ( t) Ở+ (U) |) 0 0 (| T Ở 7 (í 2 ) Ở+ ự) |) 0 
- S aS Ô 01 0 (| T c a (t) Ở: ự) |) 0 0 (| T Ớ 7 (t 2 ) Ở 7 + (tỵ) |) 0 . (4.55) 

Ở đây, trung bình T-tích của 4 toán tử, theo định lý Wick, được phân tích 
thành tổng của hai số hạng, tương ứng hai cách ghép cặp có thể. Mỗi số 
hạng trong tổng là tích của hai trung bình T-tích cặp. Nói chung, nếu trong 
(4.54) có n toán tử sinh (và từng ấy toán tử hủy) thì sẽ có n! cách ghép cặp, 
nghĩa là, khai triển Wick gồm n! số hạng, mỗi số hạng là tích của n trung 
bình T-tích cặp. 

Để xem xét tiếp các trung bình T-tích cặp 0 (| TCk (t\) (t 2 ) |) 0 ta 

cần biết quan hệ giữa hai thời gian trong đó. Nếu ti > t 2 , thì ta có (4.53): 

„(1 TÕ k (U) Ở+ (í 2 ) |) 0 = iơo (k, h - í 2 ), (4.56) 

còn nếu í] = í 2 thì 

0 <|rở* + (t,)C*(i 1 )l> 0 = M&) (4-57) 
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với n F (ỉfc) là toán tử số hạt (không phụ thuộc thời gian). 

Kết hợp phân tích (4.55) với các hệ thức (4.56) và (4.57), định lý Wick 
cho phép ta khai triển các trung bình dạng (4.54) thành một tổng dạng (4.55), 
mà mỗi số hạng trong đó là tích của các hàm Green tự do (4.56) hay các 
toán tử số hạt (4.57). 

Ở trên ta xem xét trường hợp tương tác electron-electron, khi đó sau 
T-tích trong (4.54) tất cả các toán tử là cùng loại. Nếu electron tương tác 
vái một giả hạt (kích thích) khấc, thì trong thế tương tác V có các toán tử 
khác loại, biểu diễn các hạt (kích thích) khác nhau. Xét cụ thể trường hợp 
tương tác electron-phonon với thế tương tác (Mahan 2000): 

l/ = ^M,B,C k + + ,C fc , (4.58) 

q, k 

trong đó M q là yếu tố ma trận tương tác. Vái thế tương tác (4.58), nói chung 
các trung bình T-tích dưới dấu tích phân trong chuỗi (4.52) có dạng: 

„(1 TỚ P (í)ở;(íi) B q (í,) ...Ch (í„) è ql (í„) c;ự )|) 0 . 

Vì các toán tử khác loại luôn giao hoán với nhau, nên biểu thức trên có thể 
tách thành hai thừa số tách biệt 

»{| TC P (í) ô;(to...C h (tn) c;ự )|) 0 0 {| è q (to...ỗ q ,(t n )|) 0 . 

Ở thừa số đầu trung bình lấy theo trạng thái cơ bản của hệ electron, còn ở 
thừa số sau trung bình theo trạng thái cơ bản của hệ phonon. Mỗi thừa số 
bao gồm chỉ các toán tử cùng loại, được khai triển theo định lý Wick. Thừa 
số thứ nhất của các toán tử electron vừa khảo sát ở trên. Với thừa số của các 
toán tử phonon, ta có, chẳng hạn: 

„(17 5,, (í,) Ổ„ (t 2 ) Ố q3 (t 3 ) B qt (í 4 ) |) 0 = 

= 0 {\TẺ m ại)ỗ q2 ụ 2 )\) o a (\B q3 (t 3 )B qi (tO\) 0 + 

0<l T 4. (íl)Ổ*(Í3)l>. 0 {\B q2 (t2)B qi (U)\) ữ + 

0 {\TỒ qi (ii) (í 4 ) |> 0 0 {\B q2 (t 2 )Ỗ q3 (h)ị) 0 

= àqi +<72^<73 +94 A) (<7l, ti — / 2 ) Dq (ợ 3 , ts — t 4 ) + 

àqi +<73^<72+<74 ^0 (<7i, ti — h) Do (q2, t 2 — t 4 ) + 

^<71+94^< 72 +<73 A) (Ợl, t\ — t 4 ) Do {q 2 , t >2 — ỉ‘ằ) ■ 
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Ở đây, chú ý là, trung bình của T-tích cặp 0 (| T Ố qi (t,) B qj (ij) |) 0 chỉ khác 
không và bằng D() (ợ 7 . — tj) khi q l + qJ = 0. 

Để minh họa cho tất cả những điều trình bày ở trên, ta xét một ví dụ cụ 
thể: tính ba số hạng đầu của chuỗi (4.52) cho trường hợp tưong tác electron- 
phonon với thế tưong tác (4.58). Ta lần lượt xét: 

Số hạng thứ nhất (n = 0) không phụ thuộc vào V và chính là hàm Green tự 
do (4.53). 

SỐ hạng thứ hai (n = 1) chứa một toán tử V. Biểu thức trong trung bình 
dưới dấu tích phân ở số hạng này có dạng 

Á\TC V (í) cp q (U)ô k (U)õ;ự )|> 0 „(1 rổ,|> 0 . 


Vì cả 0 <| T b„ |) 0 lẫn 0 (| T b+ |) 0 đều bằng không, suy-ra 0 {| T Ồ, |) 0 = 0 
và do đó biểu thức trên, tức là số hạng thú hai trong chuỗi (4.52), là bằng 
không. Một cách tổng quát, dễ thấy rằng, với tương tác electron-phonon, 
trong chuỗi nhiễu loạn (4.52) tất cả các số hạng với n lẻ đều cho đóng góp 
bằng không. 

Số hạng thứ ba (n = 2), sau khi thay V bằng (4.58), có dạng 

-Ệ- r dtí r 0<I tb qí (í,) b„ (h) |) 0 

J-oo J CX) qiq2 

o(l T ởp (í) ci + „ (U)ò kl (U) (í 2 ) c k2 (í 2 ) c; ự) |) 0 

k\M 

(4.59) 


Nhân tử trung bình theo trạng thái phonon bằng: 

od 7 " Bqi (íi) (t 2 ) |) 0 = iô qi +q 2 A)(<7i, - h) • (4.60) 

Nhân tử trung bình theo trạng thái electron gồm 3 toán tử sinh, 3 toán tử 
hủy. Khai triển Wick trung binh của T -tích này sẽ gồm 6 số hạng, ứng với 
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6 cách ghép cặp: 

.<1 Tõ p (í) Ở+ +9I (í,) c kl (ti)ôt 2+q2 (ti) ỡ k2 (í 2 ) ỡ; ự) |) 0 = 

= 0 <|rỡ p (í)ỡ+ +(Ịl (íi)|) 0 o(\TC kl (ti)Ct 2+q2 (t 2 )ị) a 

0 (\TỞk 2 (í 2 ) Ỡ+(*') l ) 0 + 

+ 0 {\TCp(t)c k2+q2 (í 2 )|) 0 0 (|rc h (f 2 )Cí I+ , I (í,)|) # 

o(\TỠ kl (í,)ở;(í')l) 0 

+ 0 {| T c p (í) Ở+ + ,,(*,)!>„ 0 {|TỞ fcl (í 1 )ỡ p + (í')|> 0 

Á[Cl +q2 (t 2 )C k2 (t 2 )\) a 

+ ữ (\TỞ p (t)C+ (t')l) 0 .<|Cf 1+ , 1 (íi)ỡ tl (íi)|> 0 

„{|ở t + 2+ « (t2)C k2 (t 2 )\) 0 

+ 0 (\TC P (í) Ỡ£ + „ (í 2 ) |) 0 0 {| 4 I+Íl (í,) c tl (í:) |) 0 

0 {|ở fc2 (í 2 )ở p + (í')l> 0 

- q (\TC v (t)Õ; (í')l) 0 0 <|rở tI (t,)C£ + , 1 (t a )|) l 

.(irChteỉổ^ít,). 

Chú ý là, dấu trừ ở số hạng cuối cùng liên quan với một số lẻ lần hoán vị 
các toán tử fermion. 

Sử dụng các hệ thức (4.56), (4.57) và tính đến điều kiện qi = - q 2 ở 
(4.60), tổng trên có thể viết lại dưới dạng: 

i 3 S (p = h + Ợi = k 2 ) Go (p, t-t^GoÌp- q u ti - t 2 ) 

Go (p, 1*2 ~ t') + 

+ i 3 ô (p = ki=k 2 - q\) Go (p, t - t 2 ) Go {p + q u t 2 - ti) 

Go (p, ti — t') + 

+ i 2 ỏ (qi =0)ỗ(p = ki)n F fâfc 2 ) Go (p, t - tị) Go (p, ti - t') 

+ iS (ợi = 0) ổ (q 2 = 0) n F (£ kl ) n F (£jfc 2 ) Go (p, t - t') 



4.3. Nhiêu loan phu ĩhuôc thời gian 


113 


+ ( ( ỉì = 0) ỗ (p = k 2 ) ri F (Gi) Go (p. / — / 2 ) Go (p, /'2 — 0 
— ?'^ỏ' (À"! = Ả ’2 — <7i) Go (p. / — 0 Go (Ả’i. Aì — f 2 ) 

Gq (/>•] + r/], /2 — / 1 ) . (4.61) 

Thay (4.60) và (4.61) vào (4.59) ta được số hạng 77 = 2 trong chuỗi (4.52). 
Ta thấy, biểu thức rất cồng kềnh dù mới chỉ với n = 2. Nếu với n — 4, số 
số hạng trong khai triển Wick của biểu thức trung bình dưới dấu tích phân 
sẽ lên tái con số 3 X 4! = 72. Trước khó khăn như vậy, Feynman đã đề xuất 
một phương pháp rất đơn giản và hiệu quả: mồ tả các số hạng loại (4.61) 
bằng hình vẽ - các giản đồ Feynman. 

4.3.2 Giản đồ Feynman 

Để cụ thể, ta tiếp tục bài toán tương tác electron-phonon. Các số hạng 
dạng (4.60), (4.61) có thể mồ tả bằng các giản đồ với quy ước như sau (hình 

4.1)7 

(1) Mỗi hàm Green electron tự do Go (p, t — t') mô tả bằng một đường liền 
nét, đi từ t' đến t. Mũi tên trên đường dùng để chỉ hướng, nhưng không nhất 
thiết ngụ ý t > t'. 

(2) Mỗi hàm Green phonon tự do Do (q , t — t') = Do (-Ợ, t' - í) mô tả 
bằng một đường đứt nét, trên đó không có mũi tên chỉ hướng. 

(3) Số choán đầy n F (£p) = o(l GjJ* {t) Cp (t) |) 0 mô tả bàng một vòng kín, 
đó chính là một đường electron bắt đầu và kết thúc ở cùng một điểm. 

Vái những quy ước này sáu số hạng của (4.59), là tích của (4.60) với tổng 

G 0 (P,t-n <=> 

D ữ {q,t-f) <=> 
n r<hp) <=> 



Hình 4.1: 


(4.61), có thể biểu diễn bằng các giản đồ theo thứ tự từ (a) đến (f) trên hình 
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4.2 (tương ứng với các số hạng từ trên xuống dưới trong (4.61)). Trong mỗi 
giản đồ có môt đường phonon, mô tả (4.60), nối tị và t 2 . 

Ba giản đổ (c), (d) và (e) chứa nhân tử ỗ (ợi = 0). Vì không có phonon 
vái vectơ sóng qi = 0, nên cấc số hạng tương ứng với ba giản đồ này cho 
đóng góp bằng không. 

Hai giản đồ (a) và (b) cho đóng góp khác không. Theo (4.60) và (4.61) 
đóng góp của hai giản đồ này, viết gộp lại là: 

-Ị roo PDO 

J dt\ J dt 2 '^2\M q \ 2 D ữ (q,t l -t 2 ) 

[Go (p, t - ti) Go {p t 2 ) Go (p, t 2 - t') + 

Go (p, t — h) Go ( p + <7, t 2 — tị) Go (p, t\ — /')] . 

Để ý là số hạng thứ hai trong ngoặc vuông sẽ trùng vái số hạng thứ nhất, 
nếu ta đánh tráo hai biến câm (tích phân) t\ <-» t 2 , đồng thời thay q —ì> — q. 
Hơn nữa, hai biến đổi đồng thời này không làm thay đổi hàm Dq ở trước 

ngoặc ( D 0 (q , t\ - t 2 ) = D 0 (- ợ, t 2 - ti)). Điều này nghĩa là, hai giản đồ 

(a) và (b) cho đóng góp như nhau. Các giản đồ cho cùng một đóng góp gọi 
là các giản đồ tương đương. Như vậy, để tính đóng góp của tất cả các giản 
đồ tương đương ta chỉ cần tính đóng góp của một giản đồ rồi nhân với số 
giản đồ tương đương. Trong ví dụ đang khảo sát số giản đồ tương đương là 
2. Con số này vừa vặn khử hết với mẫu số trước tích phân n\ = 2! = 2. 

Một cách tổng quát, dễ dàng kiểm tra rằng, vái cấc giản đồ bậc n bất 
kỳ, mỗi giản đồ liên kết cho đóng góp khác không đều thuộc về một nhóm 
các giản đồ tương đương. Số giản đồ trong mỗi nhóm đều bàng n\ (vừa vặn 
khử vái mẫu số n\ ở phía trước tích phân). Điều này có ý nghĩa thực tiễn 
quan trọng: thay vì tính tổng đóng góp của các giản đồ liên kết, rồi chia cho 
n!, ta chỉ cần tính đóng góp của các giản đồ liên kết không tương đương, 
đồng thời bỏ nhân tử (1 Ịn\). 

Giản đồ (/) trên hình (4.2) gồm hai phần tách biệt nhau: một đường 
electron và một giản đồ bong bóng. Đóng góp của giản đổ này viết được 
dưới dạng 


Go (p, t - t') F 1 
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trong đó nhân tử Fỵ tương ứng giản đồ bong bóng có dạng 



Hình 4.2: (a) - (b) - (c) - (d) - (e) - (f) 


F\ = — í dtị í dt 2 ỊM q Ị 2 Do (q. tị — t 2 ) 

z 00 k,q 

Go (k, tị — t 2 ) Go (k + ợ, t 2 — Ểi) (4.62) 

Đây là một giản đồ không liên kết (những giản đồ, mà mỗi phần của nó 
không được nối với tất cả các phần khác, được gọi là không liên kết). Việc 
tính các giản đồ không liên kết quy về tính các nhân tử F l dạng (4.62) hoặc 
phức tạp hơn (ở bậc cao). Tuy nhiên, trong thực tế việc này không cần thiết 
vì có một định lý quan trọng khẳng định rằng, trong hàm Green (4.51) các 
giản đồ không liên kết ở tử số (TS) dẫn đến một nhân tử đúng bằng mẫu 
số (MS). Chúng khử nhau, và kết quả là hàm Green chỉ còn bằng tổng các 
số hạng tương ứng với các giản đồ liên kết (xem chứng minh chi tiết trong 
Abrikosov et ai. 1963). Phối hợp định lý này với nhận xét ở trên về các giản 
đồ liên kết tương đương, thay cho (4.51) ta viết được hàm Green dưới dạng 
đơn giản hơn: 

Go(p,t-t') = -íỄ(-í) n r *1... Ị°° dt no (\TÒ p (t) 

c;ự)v{to...vụ n ) |) 0 , 


(4.63) 
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chỉ tính đến các giản đồ liên kết không tương đương. Kết luận này làm đơn 
giản rất nhiều việc tính hàm Green của các hệ electron có tương tác. Tất 
nhiên là việc tính các giản đồ liên kết cũng không đơn giản và phụ thuộc 
vào bài toán cụ thể. 


4.3.3 Phương trình Dyson 

Trong nhiều tính toán các hàm Green năng lượng tỏ ra tiện lợi hơn các 
hàm thời gian. Hàm Green năng lượng đối với electron được định nghĩa là: 

G (p, E) = í dtexp (i E (t — t')) G (p, t — t'). (4.64) 

J — oo 

Tương tự, hàm Green năng lượng đối với phonon là: 

D(q,uj) = ị dtexp(iu)t)D(q,t). (4.65) 

J — oo 

Các hàm Green năng lượng không nhiễu loạn, Gq (p, E) và Dq {q, íú) đã 
được tính trong chương 3 (công thức (3.33) và (3.36) cho Go (p, E)\ công 
thức (3.81) cho Dq ( q , cư)). 

Thực hiện biến đổi (4.64) cho cả hai vế của (4.63), tích phân theo thời 
gian sẽ tác dụng lên từng hàm Green tự do của khai triển Wick, chuyển nó 
thành hàm Green năng lượng tương ứng. Kết quả là, viết rõ đến số hạng 
n = 2 (tương ứng các giản đồ trên hình 4.2), dạng phụ thuộc năng lượng 
của hàm Green (4.63) vái thế tương tác electron phonon (4.58) có dạng đơn 
giản: 


G (p, E) = Go (p, E) + (Go (p, E)) 2 (p, E) + ... , (4.66) 

trong đó năng lượng riêng (self-energy) 

£< ] > (p, E) = i J°° l M »l 2jD ° ( 9 - “) Go (p - q, E - w ). (4.67) 


Hệ thức (4.66) có thể minh họa bằng sơ đồ: 
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G n 


G t) 


G 0 


x (l > 


SỐ hạng khác không tiếp theo, n = 4, của chuỗi (4.63) khi chuyển sang 
dạng phụ thuộc năng lượng cho đóng góp bằng 

Gị (E (1) )' 2 + G 2 (E (2a) + E (26) + E (2c) ). 

Bốn số hạng trong biểu thức này lần lượt tương ứng với các giản đồ hai 
phonon (1), (a), (b) và (c) trên hình 4.3. Ta viết lại biểu thức trên dưới dạng: 

GỖE‘ 2 > + Go (G 0 £ (1 >) 2 , (4.68) 

trong đó E< 2 > = E< 2 °> + E< 21,) + E< 2c >. 

Kết hợp (4.66) và (4.68) ta được: 

G = Go + Go (£ (1) + E< 2 >) {Go + Go [...]}. (4.69) 


(1) (a) (b) (c) 

Hình 4.3: Các giản đồ hai phonon trong năng lượng riêng electron 


Nếu quá trình tính toán tiếp diễn mãi, tính đến tất cả các số hạng của 
chuỗi (4.63) thì tổng trong ngoặc đơn ở (4.69) sẽ là năng lượng riêng toàn 
phần 

E = E (i > . (4.70) 

(*) 

ở đây, tổng lấy theo một số vô hạn các giản đồ năng lượng riêng tối giản 
(tức là các giản đồ không thể chia thành hai giản đồ năng lượng riêng nối 
với nhau chỉ bằng một đường Go). Đồng thời, vì chuỗi là vô hạn, nên phần 
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trong ngoặc móc chẳng phải gì khác, mà chính là hàm G. Thành thử, tính 
đến đóng góp của tất cả các số hạng, hệ thức (4.69) trở thành 

G (p, E) = Go (p, E) + Go (p, E) EG (p. E) , 


hay 


atr, n Ga{ - P ' E) 

{p ' ] 1 -Go(p E)Ý(p. EỴ 


(4.71) 


Đây chính là phương trình Dyson. Tất nhiên, chứng minh chính xác phương 
trinh này là một bài toán phức tạp và ở đây chúng tôi chỉ hạn chế với dẫn 
dắt định tính như trên. Quan trọng là phương trình Dyson có dạng rất đơn 
giản và đẹp. Nó khẳng định rằng, bằng cách tính năng lượng riêng E ta có 
thể tính chính xác hàm Green toàn phần G. Trong thực tế, nói chung, không 
thé tính hết mọi số hạng trong tổng (4.70), tức là không thể tính chính xác 
E, mà thường chi dừng lại ở vài số hạng bậc thấp. Tính đến bao nhiêu số 
hạng là tùy yêu cầu và khả năng tính toán. Dù thế nào, thì kết quả nhãn 
được càng chính xác nếu nhiễu loạn càng yếu. 


Thảo luận bổ sung và bài tập 


B4.1 Phương trình (4.47) có thể viết dưới dạng 

(i§- t -Wo) \4>(t)) = vụmt)). (4.72) 

Gọi \ộ (t)) là lời giải của phương trinh đồng nhất tương ứng, thì theo 
(2.53) lời giải của phương trinh không đồng nhất (4.72) có dạng: 

= 10(0) + r dt'g + (t-t')Vự) |t*(0> 

7-00 

= ịậ(t))+ ỉ dt 1 g + (t-l 1 )V(t 1 )\ậ(i l )) 

7-00 

+ J°° dh dt 2 g + (í - í,) V (U) g + (í, - / 2 ) 

V (tò) \ậ (t 2 )) + ... 


I 
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Sử dụng các hệ thức: (i) - (2.51), I ộ(t)) = ỉỳ{f-lo)\ộ n ) 

= exp (-? E n (/ - ío)) |07i); (h) - (2.46), ,ợ + (r) = ớ (r) £ (r); (hi) 
- (3.15), |ty’ (/)) = 5 (/, to) ộn, trong đó to là thời điểm mà V = 0 với 
t < t 0, dễ dàng nhận được yếu tố ma trận: 

(ộ m \S(t,t 0 ) \ệ n ) = s nm + (-ỉ) J dí ] e'“'.'■ {ệ,n\V (íi) \ộ„) 

+ (-i) pdt^dhị — 

(L|V / (í,)5 + MV'(Í2)|ự>n) + ... 

Ở đây, ui n = E n (h= 1); ừj mn = ùj m - o>„. 

Nếu nhiễu loạn V không phụ thuộc thời gian, ta có thể bỏ các yếu 
tố ma trận ra ngoài tích phân. Chuyển các cận tích phân £ —► + 00 , 
to —ỉ► — 00 (xem tiết 3.1), rồi lấy các tích phân theo thời gian. Kết 
quả cho: 

(ệmịsịện) = ỗ nm — 2ĩr iỗ (E n - E m ) [{ệmị V ịệ n ) + 
{ộ m ịVg + Vịệ n ) + ...} . 

Trong biến đổi trên, ta đã sử dụng tích phân dạng 
ỉ dt exp (iEt) = 2nỗ (E) . 

J — oo 

Để ý rằng biểu thức trong ngoặc vuông chính là (ộ m \T + (E n ) \ộ n/ 
Thành thử, 

{ệm\s\ộ n ) = ô nm - 2niô (E n - E m ) (ệ m \T + (E n ) \ệ n ) . 

Tương ứng, xác suất chuyển là: 

\(ệ m \5 |ự>„)| 2 = \(ộm\V\ệ n )\ 2 J dí 1 rfí 2 e i “’"”< il -‘ 2 > + ... 

= \{ệm\V\ện)\ 2 Ị dt Ị dt’é Wm ” t ' + ... 

= 2-K\{ộ m \V\ộ n )\ 2 6(E n -E m ) r dt + ... 

J —oo 
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Và, xác suất chuyển trong một đơn vị thời gian là: 

w mn = 2TT\{ộ m \V\ộ n )\ ĩ 5{E n -E m ) + ... 

= 27r\(ộ m \T + (E n )ịộ n )\ 2 S(E n -E m ) . (4.73) 

Đây chính là quy tắc vàng Fermi (Fermi's Golden rule, ở đây h = 1). 
So sánh hai dòng của hệ thức (4.73) ta thấy (dòng trên là số hạng bậc 
một cộng các số hạng tiếp theo), hóa ra việc tính đến các số hạng bậc 
cao trong biên độ xác suất chuyển có thể thực hiện một cách đơn giản 
bằng cách thay thế nhiễu loạn V ở số hạng bậc một (dòng trên) bằng 
T + (E n ) (dòng dưới). 

B4.2 Chứng minh hệ thức 

{ộ n \T + (£„)!*,) - (ận\T~ (E n ) ịệt ) = 

= -2wi (ộ n ị T- (E n ) \ệ m ) (ộ m \T + (E n ) 10 ,) s (E m - E n ) . 

m 

(4.74) 

B4J Với thế tương tác y (í) = E q ,k,k' V 1 c Uq ( Ể ) c i- q (t) Ck ( t) c k : (í), 
quy ước mô tả mỗi yếu tố ma trận Vq bằng một đường sóng thẳng 
đứng, hãy vẽ tất cả các giản đồ liên kết không tương đương của chuỗi 
nhiễu loạn (4.63) cho đến số hạng bậc n = 2. 

Trả lời: xem, chẳng hạn, Doniach and Sondheimer 1974, chương 6. 

B4.4 Hãy viết rõ biểu thức của các năng lượng riêng £( 2a ), E( 2fc ) và E^ 2c ) 
tương ứng vci các giản đồ (a), (b) và (c) trong hlnh 4.3. 

Trả lời: xem, chẳng hạn, Mahan 2000, chương 2. 



Chương 5 

Hàm Green vói Hamỉltonỉan liên kết mạnh 


Đối tượng nghiên cứu chính của cuốn sách này là các vật liệu cấu trúc 
mạng, có tính bất biến dịch chuyển. Hamiltonian mô tả các hệ này cũng 
có tính chất như vậy - Hamiltonian tuần hoàn. Các Hamiltonian tuần hoàn, 
như đã thảo luận trong tiết 1.3, cho phổ năng lượng liên tục với không chi 
ngưỡng dưới như ở hạt tự do (tiết 1.2) mà cả ngưỡng trên. Bức tranh cấu trúc 
vùng trở nên đối xứng hơn, tự nhiên hơn và cũng phong phú hơn về các đặc 
trưng vật lý. Các Hamiltonian này không chỉ rất hiệu quả trong nghiên cứu 
cấu trúc vùng của các mạng tinh thể lý tưởng, mà còn là cơ sở để nghiên 
cứu các mạng thực, trong đó luôn tồn tại các yếu tố không lý tưởng, có thể 
gần đúng xem là nhiễu loạn. 

Ví dụ đơn giản nhất (và quan trọng) của Hamiltonian tuần hoàn chính 
là Hamiltonian của electron tự do trong tinh thể (tiết 1.3). Hàm sóng Bloch 
(1.14) có tính chất đối xứng tịnh tiến của mạng. Phổ trị riêng tương ứng 
gồm các vùng, tách biệt bởi các khe (gap), trong đó không có trạng thái nào 
(hình 1.1). Trong mỗi vùng (với chi số n) năng lượng E n ( k ) là liên tục, có 
cực tiểu hoặc cực đại tại các ngưỡng. 

Chuyển động trong tinh thể, ngoài trường tuần hoàn của mạng, electron 
còn có thể chịu tác dụng của một trường lạ nào đó, chẳng hạn trường của 
nguyên tử hay ion tạp, dẫn đến xuất hiện các trạng thái liên kết, định xứ 
electron tại các vị trí hoặc năng lượng nhất định. Các trạng thái "liên kết 
mạnh" như vậy thường được mô tả bằng hàm Wannier (1.34). Hệ các hàm 
Wannier tạo thành một tập đầy đủ, nên có thể dùng làm cơ sở để biểu diễn 
các Hamiltonian hay toán tử nào đó trong các bài toán liên kết mạnh. Các 
năng lượng riêng ứng với các chi số n khác nhau ở hàm W n (1.34) thường 
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tách biệt nhau một cách rõ rệt. Yếu tố ma trận của Hamiltonian giữa các 
trạng thái với 77 khác nhau là rất nhỏ: các hàm này phủ nhau không đáng 
kể. Khi ỉ chạy khắp các nút mạng, phần không gian pha lan truyền của hàm 
W Vi (r - a/) luôn tách biệt khỏi phần khồng gian của w nj vói n 3 Ỷ n i- Mỗi 
chi số vùng n tương ứng với một không gian pha con. Thành thử, nếu chỉ 
giới hạn trong một không gian pha con, thì ta có thể bỏ qua chi số 77 và viết 
lại hàm Wannier dưới dạng một hàm nút: 

w n {r-at) — (r|Z). (5.1) 

Khi đó, yếu tố ma trận của Hamiltonian trong không gian pha con này có 
dạng đơn giản 

(l\H\m) =£i Sim + Vlm, (5.2) 

với Eị và Vim tương ứng là các yếu tô' chéo và không chéo (Vu = 0). 

Tính tuần hoàn, tức là bất biến dịch chuyển của Hamiltonian, dẫn đến 
các hệ thức sau đối với các yếu tố chéo Eị và không chéo Vim' 

Eị = Eo (với mọi 1) 

Vlm = Vl-rn (phụ thuộc chỉ ỉ -m) 

Các hệ thức (5.2) và (5.3) là hệ quả của giả thiết về sự phủ nhau không đáng 
kể giữa các không gian pha con tương ứng vái các chỉ số vùng khác nhau. 
Tất nhiên, đây là một gần đúng, một sự đơn giản hóa. Nhưng, quan trọng 
là, sự đơn giản hóa như vậy không ảnh hưởng đáng kể đến những đặc trưng 
vật lý quan trọng nhất của bài toán. Trong thực tế, sự phủ nhau của các 
vùng liên quan vái các quỹ đạo nguyên tử tại các tâm khác nhau thường là 
rất yếu: các quỹ đạo liên kết mạnh với nguyên tử của mình! Tương ứng, 
Hamiltonian (5.2) cũng "liên kết mạnh" với một không gian pha con riêng 
biệt - một Hamiltonian liên kết mạnh. 



5.1 Hamiltonian liên kết mạnh 

Hamiltonian liên kết mạnh có dạng: 

u = I j> 01+ Y, I *> 01 

3 1,3 


(5.4) 
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Ở đây, i.j là các chỉ số nút mạng; I _;) là hàm nút (r I j) có tâm tại nút j 
và giảm nhanh khi đi ra xa. Tập các hàm nút được giả thiết là trực giao và 
đầy đủ. Với Hamiltonian tuần hoàn thì các yếu tố chéo 8) và không chéo 
V tJ thỏa mãn (5.3). 

Nói chung, các đại lượng {£j} có thể tuân theo một phán bố nào đó. 
Đơn giản nhất là trường hợp tuần hoàn lý tưởng (5.3): £j = Eo với mọi j. 
Trường hợp đơn giản tiếp theo là xem mạng khảo sát như hai mang con (A 
và B) lồng vào nhau, mỗi nút của mạng con này có lân cận gần nhất là các 
nút của mạng con kia và mỗi mạng con đặc trưng bởi một giá trị của £j : 


_ ị £ 0 nếu j thuộc mạng con A ^ 

3 \ 8b nếu j thuộc mạng con B. 

Tuy nhiên, vì ta luôn có thể chọn £ a hoặc £ b làm gốc tính năng lượng, nên 
trong bài toán hai thành phần (5.5), thực ra chi còn một tham số (£ a - £ b ). 

Trong mô hình Anderson (Anderson 1958) các năng lượng {^} thường 
được chọn ngẫu nhiên, tuân theo phân bố đều. 


n(8A = Ị l/2W ’ nếu 

0 , nếu \e 3 \>w. 


(5.6) 


Ở đây, w là tham số cơ bản của bài toán 

Các yếu tố {Vi]}, nói chung, là khác không với mọi j Ỷ i và phụ thuộc 
vào các tham số khác nhau, trong đó trước hết là khoảng cách — Nhưng, 
trong thực tế, người ta thường sử dụng mồ hình đơn giản, chi tĩnh đến tương 
quan giữa các nút gần nhau nhất. Khi đó, vì khoảng cách giữa các nút lân 
cận gần nhất là như nhau trong toàn hệ, ta có 


{ V , nếu i và j là lân-cận gần nhất 
0 , nếu không phải như trên. 


Như vậy, Hamiltonian liên kết mạnh (5.4) được đặc trưng bởi: 

(1) Một cấu trúc mạng (vuông, lập phương đơn giản...), 

(2) Tập các yếu tố chéo {£j}; tất cả được tính từ một gốc chung nào đó, 

(3) Tập các yếu tố không chéo {Kj}; thường dùng nhất là mô hình (5.7) với 
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V là âm. Thực ra, việc giải bài toán cho V âm hay dương là tương đương vì 
giữa hai hàm Green tương ứng có hệ thức đơn giản: 

G(Lm:E + iỗ ì {£ J },V) = -G (/, m; -E - iỗ, {-£,}, -V ). (5.8) 


Với hệ tuần hoàn, các yếu tố chéo và không chéo thoả mãn hộ thức (5.3). 
Trong trường hợp này, bằng kiểm tra trực tiếp ta thấy Hamiltonian (5.4) có 
hàm riêng và trị riêng là: 


ủ-’ 

II 

(5.9) 

E(k)=ỉ 0 + Y'V l e M . 

IỶ 0 

Hệ thức (5.10) có dạng (1.31). Nếu v t j thỏa mãn (5.7), thì 

(5.10) 

E{k)=£ 0 + Vj2 eM ’ 

(5.11) 

trong đó tổng chỉ lấy theo các nút lân cận gần nhất. Số nút lân cận gần nhất 
z (số toạ độ - coordinate number) phụ thuộc vào loại mạng. Xét ba mạng 
điển hình nhất: 

Mạng một chiều, z = 2: 

E (k) =£0 + 21^ cos ( ka ); 

(5.12) 

Mạng vuông, z — 4: 


E (k) = £ 0 + 2V (cos (k x a) + cos {kyà )); 

(5.13) 

Mạng lập phương đơn giản, z = 6: 


E (k) = £0 + 21^ (cos (k x a) + cos (kyà) + cos (kgà)), 

(5.14) 


Trong các biểu thức trên a là hằng số mạng. Biểu thức (5.14) trùng 
với kết quả đã biết (1.33). Khi vectơ sóng k thay đổi trong phạm vi vùng 
Brillouin thứ nhất, -7ĩ/a < k x (ky, k z ) < 7ĩ/a , các hệ thức (5.12) - (5.14) 
mô tả một vùng phổ liên tục có tâm tại £ 0 và nửa đô rộng bằng zv. Đây là 
một trong những kết luận quan trọng nhất rút ra từ mô hình liên kết mạnh 
tuần hoàn (5.4) và (5.7). 
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5.2 Các hàm Green 

Mục đích của tiết này là tính các hàm Green của Hamiltonian liên kết 
mạnh cho ba trường hợp với các hệ thức tán sắc (5.12) - (5.14). 

Theo (2.88), 

Tính hàm Green G (rì) có nghĩa là ta phải tính các yếu tố ma trận 

G (1, m; ĩ]) = 


ở đây tích phân lấy trong vùng Brillouin thứ nhất; D là số chiều không gian 
(1 là vị trí nút; |1) là hàm nút như thường dùng ở trên). 

Với các yếu tố chéo, 1 = m, (5.16) chuyển về dạng: 

G (1- 1; v) = , n í d tr,s ■ (5.17) 

N{2iĩf J ri-E(k) 

Vì thể tích vùng Brillouin thứ nhất trong k-không-gian bằng (27 ĩ) d /ÍĨq với 
fỉ 0 — ÍĨ/-/V, nên ta có dạng tiệm-cận của (5.17) là 

G (1, 1; Tị) — Ty —y oo * ~ • (5.18) 

Dáng điệu này có thể nhận trực tiếp từ (5.17) hoặc bằng sử dụng hệ thức 
(2.23): 


gik(l—m) 




N (2ĩĩ) 1 


/ 


dk 


Ĩ)-E(k) 


(5.16) 


G(ì,l,v) = JdE^ị V ^ 0Ũ < l -jdEp{E). 

với chú ý là đối với mật độ trạng thái p ( E) ta có f dEp ( E) = 1. Các yếu 
tố ma trận (5.16), (5.17) phụ thuộc vào quan hệ tán sắc E (Zc). Ta sẽ tính 
các yếu tố ma trận này cho 3 trường hợp cụ thể của E ( k) tương ứng với 
(5.12M5.14). 
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ỉ 26 


5.2.1 Trường hựp 1 chiều 


Thay (5.12) vào (5.16) có 

r /*7r/rt ika{l — m) 

G(l.m\ĩj) = ——— / dk --- — 

v ' N 2n J_ 7ĩ / a TỊ — Eo — 2V cos ka 

l r* e up(i-m) 

2i r J_ n dip T) - Eo - 2V cos tp ’ 

ở đáy ta đã thay (Ấra) = ự?, chiều dài hệ L = Na. Để ý thấy tích phân trên 
chỉ phụ thuộc vào hiệu (l — m). Khi đó, bàng cách đặt u = e líp ta chuyển 
được tích phân theo ọ thành tích phân theo biến phức L ũ lấy trên đường tròn 
đơn vị: 

lí. J'- m| 

G{1, m\ ĩ]) = ế du •••• ■ (5.19) 

v u 2iĩiV y u 2 - 2au + 1 

Ta đã đưa vào a = (ĩ] - co) /B với B = 2V là nửa độ rộng vùng. 

Phương trình bậc 2 ở mẫu số của (5.19) có hai nghiệm: 

U ),,2 =ttTv / ữ ỉ - ĩ, (5.20) 


trong đó v« 2 — 1 được lấy sao cho phần ảo của nó có cùng dấu vdi Im{(>}. 
Vị trí tương đối của u 1.2 trong mặt phẳng phức phụ thuộc vào a. Có hai khầ 
năng. 

Một là , a không thỏa mãn đồng thời hai điều kiện, a là thực và |a| < 1. 
Trong trường hợp này, ta có |íJi| < 1 (u\ ứng với dấu trừ trong (5.20)), còn 
|cj 2 | > 1» trong khi U\.U 2 = 1. Như vậy, trong hai cực điểm của (5.19) thì 
U\ nằm bên trong và u 2 nằm bên ngoài vòng tròn đơn vị. Do đó, tích phân 
này có thể dễ dàng tính bằng phương pháp thặng dư: 


G (ỉ. 777 ; 77 ) = 


1 \ 

2tĩìV \2u — 2a J 

1 JỊ- mị 1 

' /u ' 1-u;2 ~ y/(v - £ 0 ) 2 - 


(5.21) 


B 2 


với Ịcưi I < 1. 

Hai /ờ, a là thực và \a\ < 1. Trong trường hợp này cả hai cực u;i ,2 đều nằm 
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ngay trên đường tròn lấy tích phân. Tích phân (5.19) không còn xác định 
tốt nữa, và ta phải xét các hàm giới hạn: 

G ± (/, m: E) = ỈÀ = (q t I Vĩ - a 2 ) v m| . (5.22) 

ựBi-(E-s 0 f 

ở đáy, -B<E-£q<B và. y/ĩ — à 2 lấy dấu cộng. Như vậy, với a thực 
và |a| < 1 ta có một vùng phổ liên tục, trải từ £ 0 - B đến £o + B như đã 
ghi nhận ở (5.12). 

Sử dụng (5.22) và (2.93), ta tính được mật độ trạng thái tính trên một 
nút mạng: 

p{E) = * ị ImỊG* (*, l\E)}= 8 ^ ~^ E ~ = „ • (5.23) 

* *y/lP-(E-e o ) 2 

Các kết quả (5.22) và (5.23) được mô tả bằng đồ thị trên hình 5.1. Ta thấy, ở 
cả hai ngưỡng vùng, (E — £q) /B = ± 1, hàm Green cũng như mật độ trạng 
thái (tỷ lệ với Im{G ± (/, l\ E)} mô tả bàng đường đứt nét) đều có phân kỳ 
dạng ~ 1 /\fẼ, dáng điệu đặc trưng của hệ một chiều. 

Ngoài ra, từ (5.21) và (5.22) rõ ràng là, với 7] không thuộc vùng phổ liên 
tục các yếu tố không chéo (ỉ Ỷ m ) của hàm Green (5.21) với |tưi I < 1 giảm 
nhanh (dạng e-mũ) theo khoảng cách |/ - m|, trong khi với ĩ] = E thuộc 
vùng phổ liên tục, thì vì \ui I = 1 nên các yếu tố ma trận không giảm khi 
tăng \ỉ - m |. 


5.2.2 Mạng vuông 

Đặt E (k) (5.13) vào yếu tố ma trận (5.16), ta có 

exp (ịk (1 — m)) 


ổ(l, m; E) = -^2 í 
v 1 (2 ir) 2 J 


d 2 k - 


(2n) z J ' J ĩ) - £q-2V (cos k x a + cos kyà) 
Để đánh giá tích phân trên, ta viết lại số mũ ở tử số: 


k (1 — m) — [ki (li - m i) 4- k 2 (l 2 - m 2 )] a 
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Hình 5.1: Yếu tố chéo G ± (E) biểu diễn theo E cho mạng 1 chiều. Chú ý. 
p{E) tỷ lệ với ImỊG*} mô tả bàng đường đứt nét (minh họa). 


Ở đây, để gọn, ta dùng chỉ số 1(2) thay cho x(y): 

— Tt/a < kỵ ( k 2 ) < 7T /a . 

Tương tự như trường hợp mạng 1 chiều, đặt kid = ỉfii và k 2 a = if 2 . Biểu 
thức hàm Green ở trên chuyển về dạng 


G (1, m; ĩ)) = 

-M 


— r diũ r diP ex p Í^I ƠI - rai)+ Ì<P 2 (h - ™ 2) 

tt) 2 J_ n J_ n ĩ]-£ 0 -2V (cos ip x 4- cos <p 2 ) 

r d ự [cos <P\ (/ị - mì)\ [cos y?2 (h - m 2 )\ 

Jo ^ Jo 2 ĩ]-£q-2V (cos 4- cos (p 2 ) 

/»7T /»7T 

■ / dỉfi / dip 2 [cos ( ỈI - rrii 4- h - m 2 ) ipi}. 

J 0 J 0 

[cos (/ị - mi - l 2 4- m 2 ) ự? 2 ] 

7] — £ 0 — 41/ cos y?! cos (£>2 


T) -£ 0 -2V (cos ipi 4- cos tp 2 ) 


Bước cuối cùng trong biến đổi trên được chỉ ra chi tiết trong bài báo của 
Morita (Morita 1971). Tích phân (5.24) không thể lấy hiển thị cho (1, m) bất 
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kỳ. Morita (Morita 1971) đề xuất các hệ thức truy chứng cho phép: (i) biểu 
diễn G (1. ra: Tị) với (1. m) bất kỳ qua G (1. m; 77 ) với 1 ] - ìĩii — ỉ-2 - 77*2 
và (ii) biểu diễn G (1. m: ĩ]) với /i — 777 ] = / 2 — n ?2 bất kỳ qua G (1.1; 77 ) và 
G (1. m; ĩ]) với /] - 77*1 = ỉ 2 - 7**2 = 1 (ta sẽ gọi hàm này là G (1; r/)). Như 
vậy, việc tính (5.24) quy về tính G (1.1: //) và G ( 1 ; 77). Ở đây, ta sẽ không 
đi sâu vào các hệ thức truy chứng, mà chỉ dừng lại ở bước cuối cùng. 

Các yếu tố chéo của (5.24) là: 


C(U ” - 


(271-) 

I r dVi _ 

^ 7r [(7; — £o ) 2 — B 2 cos 2 <£i] 


ĩ] — £0 — B cos 1 cos ip 2 
1 


7 T (77 


ỉ— r 

- So) J 0 


dtp 


[1 — A 2 COS 2 !^] 1 ^ 2 




(5.25) 


*(V-£o) 

trong đó À = B/ (77 - £ 0 )ĩ là tích phân elliptic đầy đủ loại 1. 

Hàm G (1; 77 ) nhận được bằng thay vào (5.24) l\ — mi = l 2 — m 2 — 1: 

cos 2ip\ 


(1;7?) = H dípx hfj* 


= - ai f 

7T J 0 

= lịúpi 


77 — £ 0 — B cos (fi cos (f 2 
cos 2 ifi 


7r(í?-So) 


[(v - So ) 2 - B 2 cos 2 ^]] 


(5.26) 


trong đó s (A) là tích phân elliptic toàn phần loại 2 (về các tích phân elliptic, 
xem trong Abramowitz and Stegun 1965 hay Morita 1971). về nguyên tắc, 
từ (5.25) và (5.26), như giới thiệu ở trên, ta có thể tính các yếu tố G (1, m; 77 ) 
bất kỳ. 

Chuyển sang xét các hàm giới hạn G ± (E) với E trùng với phổ liên tục. 
Với 77 = E + z5, ỏ —* 0_|_, bằng thác triển giải tích /c (À) và s (A), từ (5.25) 
và (5.26), ta có thể nhận trực tiếp các hàm G ± (1,1; E) và G ± (1; E) (xem 
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Morita 1971). Chẳng hạn, với G ± (1,1; E) 

ta được: 

Re{ữ* (1,1: £)}-(■ r 

; -41/ < E - £ 0 < 0 

1 nB ( — B* ) 

; 0 < E - £o < 4V 

ỉm{G ± ạ,h E)} = 

y/l-(E-e 0 ý /B 2 ) 


\E-S 0 \<AV. 


Từ đây suy ra tiếp mật độ trạng thái trên một nút. 
p(E) = T Ìlm{G ± (l,l;£:)} 

7T 

= Ậã 0(B-\E-e o \)lcỤl-(E-6 O ) 2 /B*y 


(5.29) 


Các kết quả (5.27) - (5.29) được mô tả bằng đồ thị trên hình 5.2. Ở cả 
hai ngưỡng vùng ReỊG^} có kỳ dị logarit, đặc thù của hệ hai chiều. Mật 
độ trạng thái p (E) (tỷ lệ với ImlG^}, mô tả bằng đường đứt nét) gián đoạn 
ở cả hai ngưỡng. Ngoài ra, như thấy rõ trên hình, hàm Green còn có kỳ dị 
ngay cả ở điểm E = £0 bên trong vùng, tại đó ReỊG^} không liên tục, còn 
ImỊG^} (và do đó p (E)) có kỳ dị logarit. Điểm kỳ dị loại này gọi là kỳ dị 
van Hove. Nó liên quan với các điểm yên ngựa ở hàm E (k). Số điểm kỳ dị 
như thế phụ thuộc vào số biến độc lập ki (xem van Hove 1953). 

Các đặc trưng cơ bản của hình 5.2 cũng quan sát được ở hàm Green tính 
cho các mạng 2 chiều khác. Horiguchi (Horiguchi 1972) đã tính hàm Green 
liên kết mạnh cho mạng tam giác và mạng tỏ ong. Trong cả hai trường hợp 
hàm Green đều có thể biểu diễn qua các tích phân elliptic đầy đủ loại 1 và 
loại 2 với các đặc trưng cơ bản như trên hình 5.2, kể cả kỳ dị van Hove. 

Bởi vì vói các mạng hai chiều, biểu thức của các hàm Green thường rất 
phức tạp. Trong trường hợp, nếu ta không quan tâm tói các chi tiết định 
lượng, thì có thể gần đúng hàm Green bằng các biểu thức đơn giản. Chẳng 
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Hình 5.2: Yếu-tố chéo G ± (1,1; E) biểu diên theo E cho mạng vuông. Chứ ý, 
p ( E) tỷ lệ với Imlơ*} mô tả bằng đường đứt nét (minh-họa) 

hạn, với mạng vuông, biểu thức gần đúng thường dùng có dạng: 

= ( 530 > 

Hàm này có dáng điệu đúng ở ngưỡng vùng và cho mật độ trạng thái trên 
một nút: 

p(E) = Ee(B-\E- Sữ \). (5.31) 

Nhưng hàm (5.30) không dẫn đến kỳ dị van Hove bên trong vùng. Sau này, 
biểu thức (5.30) sẽ được sử dụng khi ta chi quan tâm đến miền lân cận các 
ngưỡng vùng. 


5.2.3 Mạng lập phương đơn giản 

Đặt E (k) ở biểu thức (5.14) vào biểu thức (5.16), biến đổi tương tự như 
trường hợp mạng vuông, ta nhận được yếu tố ma trận của hàm Green liên 
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kết mạnh trong mạng lập phương đon giản: 

G (1, m; Vị) - -2-3 [ dipi [ dif2 [ dip z 

(27Tj 7T J -7T J -n 

cos [(/ị - 777-1) ỊPi + (/ 2 - rn 2 ) <f 2 + {h - m 3 ) Ịgạ] 

7] - £ 0 - 2V (cos + cos v ?2 + cos í^ 3 ) 

Ở đây, </?, = với - 7 r/a < k t < n/a (i = 1 , 2, 3). 

Ta bắt đầu bằng các yếu tố chéo 

ị rn riĩ rn 

G (1,1; rị) = -p-ỹ j dự>! ị d<p 2 J d>p 3 

--- „ w/ . — -r . (5.32) 

ĩ] — Eq — 2V (cos ự?i + cos cp 2 + cos ự? 3 ) 

Bằng cách lấy tích phân theo ip 2 và v^ 3 > tương tự như khi dẫn ra (5.25), ta có 

G (1, 1; Tì) = 2^ĩỹ Ị* dựi A A3 ( A), (5.33) 

ở-đây 

A = 4V/ (77 - Sq - 21/cosc/?i). (5.34) 

Tích phân (5.33) có thể tính số. Kết quả tính số Re{G' ± (1,1; E)} và 
ImỊơ* (1,1; E)} cho miền E thực được mô tả trên hình 5.3. Ta nhận được 
một dáng điệu điển hình của hộ ba chiều: ở cả hai ngưỡng mật độ trạng thái 
oc Im{G' ± } (đường đứt nét) dần liên tục đến không theo quy luật y/\A E |, 
trong đó IA Eị là khoảng cách từ năng lượng E tói ngưỡng vùng. 

Tại ngưỡng vùng Re{ơ ± } vẫn là hữu hạn, mặc dù đạo hàm của nó tăng vô 
hạn khi ta dần đến ngưỡng vùng từ phía ngoài. Bên trong vùng có hai kỳ dị 
van Hove, tại đó cả Im{G^} và ReỊG 1 * 1 } đều liên tục nhưng đạo hàm của 
chúng là gián đoạn và tăng rất cao. 

Việc tính các yếu tố không chéo G (1, m; ĩ]) không thể làm trực tiếp, 
mà phải từng bước thông qua các hộ thức truy chứng tương tự như trường 
hợp mạng vuông. Tính toán thường bắt đầu bằng các yếu tố chéo (5.33) 
và các yếu tố G (1, m; rị) vói (1 - m) nằm dọc theo các trục của mạng: 
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Hình 5.3: Yếu tố chéo G ± (ỉ. /; E ) biểu diễn theo E cho mạng lập phương 
đơn giản. Chú ý, p (E) tỷ lệ với ImỊG^} mố tả bằng đường đứt nét (minh họa). 

1 - m = lị — m l . Với trường hợp này, tích phân phải tính có dạng giống như 
ở mạng vuông. Chẳng hạn, với 1 - m = /i - m 1 , ta có 

G{1 1 — 7771, 0. 0; ĩ]) = -Ặỹ di P\ cosih — mi) X JC (À). 

Các hàm G (0, Ỉ 2 — m 2; 0; rị) và G (0. 0, /3 - m 3 ; ĩ]) cũng có dạng tương 
tự. Horiguchi (Horiguchi 1971) đã đề xuất các hệ thức truy chứng cho 
phép tính G (1, m; ĩ]), với |1 - m| nhỏ, qua G (h — 771!, 0, 0 ; tị). Morita 
(Morita 1975) chỉ ra rằng, tất cả các yếu tố G (1, m; tị) đều có thể tính qua 
G (1, 1; ĩ]), G (2, 0, 0; ĩ]) và G (3, 0, 0; tị). Callavvay (Callavvay 1964) đã 
nhận được dạng tiệm-cận đúng của G (1, m; tị): bên trong vùng, G (1, m) 
giảm như oc |1 — m| -1 , còn bên ngoài vùng, nó giảm nhanh theo hàm e-mũ. 

Với hệ ba chiều, ngoài mạng lập phương đơn giản, hàm Green liên kết 
mạnh còn được tính cho các mạng khác, trong đó quan trọng nhất là mạng 
lập phương tâm mặt và lập phương tâm khối. Kết quả nhận được đối với hai 
loại mạng này có những điểm khác về định tính đối với mạng lập phương 
đơn giản và không quen thuộc với các hệ ba chiều nói chung. Chẳng hạn, 
hàm Green có thể tăng vô hạn ở ngưỡng dưới và cả ở bên trong vùng. 

Việc tính số các hàm Green cho các mạng ba chiều là rất phức tạp, nhưng 
không phải khi nào cũng cần thiết. Trong thực tế, nếu không quan tâm đến 
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các chi tiết định lượng, ta có thể dùng các biểu thức gần đúng của G. Các 
biểu thức này phải phản ánh được những đạc trưng điển hình của hàm Green 
trong mạng ba chiều, phải có dáng điệu giải tích đúng ở lân cận các ngưỡng 
vùng. Một trong những biểu thức gần đúng được sử dụng rộng rãi là hàm 
Green Hubbard: 


G (1,1; rị) = - 2 . (5.35) 

n - £o + \Ị{rì - £af - B 2 


Khi lấy căn, dấu của Im y (rj - £ 0 ) 2 - B 2 được chọn sao cho giống như dấu 
của Im{7ỹ}. Mật độ trạng thái tương ứng với hàm Green (5.35) là: 

p(E) = 2HB ~ ị ^~ ỉoị) ựB 2 -(E-E 0 ) 2 . (5.36) 


5.3 Khai triển nhiễu loạn tái chuẩn hóa 
ỵà hàm Green trong mạng Bethe 

5.3.1 Khai triển nhiễu loạn tái chuẩn hóa 

Hamiltonian liên kết mạnh (5.4) có thể viết dưới dạng H = H() + Hi, 
trong đó 


■Ho = 

l 

«1 = V £ |1> M . (5.37) 

<l,m> 


Ở đây, chi tính đến tương quan giữa các nút lân cận gần nhất dạng (5.7). 
Nếu xem Hi là nhiễu loạn, thì hàm Green của Hamiltonian toàn phần H có 
thể xác định qua hàm Green không nhiễu loạn Gq và toán tử nhiễu loạn H\ 
theo hệ thức (4.3): 


G — Gq + GqTỉiGq + GqTÍiGqTÌiGq + ... 
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Hay, với yếu tố ma trận bất kỳ 

G(l.ra) = Go (1, m) + Go (l.n]) (n^TG |n 2 ) Go (n 2 .m) + 

+ Go (1. ni) (ni I TL\ |n 2 ) 

Go (n 2 , n 3 ) (n 3 | H\ |n 4 ) Go (n 4 , ra) + ... (5.38) 
Với Hq dạng (5.37) hàm Green không nhiễu loạn thỏa mãn hệ thức 

Go (ni, n 2 ) = s ni .n 2 G 0 (ni) , (5.39) 

trong đó 

Go (n) = [r)~ e,,] -1 . (5.40) 

Đồng thời, theo (5.37) thi (ni I H |n 2 ) chi khác không (và bằng V) khi ni và 
n 2 là lân cận gần nhất của nhau. Do đó ta có thể viết lại (5.38) dưới dạng: 

G (1, ra) = ổi m G 0 (1) + G 0 (1) VGq (ra) ồl,m +1 “k 

+ Go (1) VGq (ni) VGo (ra) + ... (5.41) 

Tổng (5.41) có thể giải thích một cách hình học như sau: Mỗi số hạng 
trong tổng này cho tương ứng với một con đưòng xuất phát từ 1 đi tới m, 
mỗi bước nối một nút với một lân cận gần nhất của nó. Rõ ràng là, có sự 
tương ứng một một giữa các con đường như vậy và các số hạng của chuỗi 
(5.41). Và, do đó, G (1, ra) có thể tính bằng tổng các đóng góp từ tất cả các 
con đường có thể đi từ 1 đến ra. Mỗi số hạng của (5.41) nhận được trực tiếp 
từ con đường tương ứng bằng cách: (i) mỗi nút n mà con đường đi qua, kể 
cả 1 và m, cho đóng góp một nhân tử G 0 (n); (ii) mỗi bước từ một nút tới 
nút lân cận gần nhất của nó cho đóng góp một nhân tử V. Chẳng hạn, các 
số hạng tương ứng với các con đường trên hình 5.4a và 5.4b là: 

Go (1) VG 0 (n^VGo (n 2 ) VGo (m) 
và 

Go (1) VGo (m) VGo (n 2 ) VG 0 (m) VG 0 (n 2 ) VGo (m) . 
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Chú ý là trên con đường ở hình 5.4b có sự lạp lại ở hai nút 77] và n 2 : 
/ —> 771 —> r?2 — > 71 \ — > r?2 —* 777. Nói chung, ta thấy cấu trúc tôpô của các 
con đường có thể chia làm hai loại: các đường xương sống (không tự cắt 
mình) và các đường lặp. Đường xương sống là đường đơn, trên đó không 
nút nào được thăm viếng quá một lần (hình 5.4a). Đường trên hình 5.4b là 
đường lặp, có một bước lạp tại 77 1 : 77 1 — ► n 2 —> 77.1. Tất nhiên, một cách 
tương đương, có thể xem đây là bước lặp tại nút 77 2 : 77 2 —> 77] —> 77 2 . Trong 
tính toán ta phải chú ý điều này để không tính các bước lặp hai lần. 



Hình 5.4: 

Rõ ràng là, họ tất cả các con đường, mà chúng chỉ khác nhau bởi các 
đường lặp tại nút 1, sẽ cho đóng góp tổng cộng là: 

Kơo(n 1 )...KGo(m)][2 , 
l 

trong đó ta ký hiệu là tổng đóng góp của tất cả các đường lặp ở nút 1, 
tức là các đường đi từ 1 và quay lại chính nút đó. Tổng này không phải gì 
khác, mà chính là G (1, 1). Thành thử, đóng góp của tất cả các vòng lặp tại 
1 vào mỗi số hạng trong tổng (5.41) dẫn đến sự thay thế đơn giản nhân tử 
Gq (1) ở phía trái bằng G (1, 1). Tương tự, ở nút tiếp theo 11 ], tổng theo tất cả 
các vòng lặp tại đó dẫn đến việc thay thừa số Go (ni) bàng G (ni, ni [1]). 
Ở đây, ta đưa vào ký hiệu ni [1], ngụ ý trừ đi các vòng lặp tại n] mà có đi 
qua 1 (đã được tính trong G (1, 1)). Để ý dạng hàm Go (5.40), ta nhận thấy, 
việc loại các đường lặp đi qua 1 tương đương vói việc cho £i = oo. Như vậy 
G (ri!, ri] [1]) cần được hiểu là yếu tố ma trận G (rii, Ĩ 1 ]) với £i = oo. 
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Quá trình thay thế như trên có thể tiếp diễn với các nút tiếp theo: Go (n 2 ) 
—> Go (n 2 . n -2 [1, n]])... Sau khi thay thế toàn bộ, ta sẽ không còn vướng 
mắc gì với các đường lạp nữa và (5.41) trở thành: 

G (1. m) = G (1.1) VG (n,. ni [ 1 ]) VG (n- 2 , 112 [1, ni]) V 

... VG (m. m [1. ni ...]). (5.42) 

Quan trọng là, bây giờ tổng chỉ còn đơn giản lấy theo các đường xương sống 
đi từ 1 tới m: 1 —> ni —> n 2 —> .. . —> m. 

Yếu-tố chéo của (5.42) là 

G (1,1) = Go (1) + Y,G (1.1) VG (n,, n, [1]) V ... Go (1). (5.43) 

ở đây, chú ý là, nhân tử cuối cùng ở (5.42) với m = 1 (chéo), sau khi loại 
tất cả các đường lặp ở m = 1 thì còn lại chỉ là Go (1), như ở (5.43) (các 
đường vòng đã được tính đủ ở nhân tử đầu tiên G (1,1)). Tổng trong (5.43) 
được lấy theo tất cả các đường xương sống khép kín (1 —> m = 1). Biểu 
thức này có thể viết dưới dạng: 

G (1,1) = Go (1) + G (1,1) A ( 1 ) G„ (1) (5.44) 

với 

A (1) = VG (ni, ni [1]) V.. - V. (5.45) 

Phương trình (5.44) xác định các yếu tố chéo của hàm Green theo A (1): 

G (1,1; Ij) = 7 - ^ Gl ĩw 7T. 3 - -— h . (5.46) 

1 - Go (1) A (1; rị) 7]-Si- A (1; 77 ) 

Trong hệ thức cuối cùng này, rõ ràng A (1) có ý nghĩa của năng lượng và 
thường được gọi là năng lượng riêng (self energy). 

Các biểu thức nhận được (5.44) - (5.46) được gọi là khai triển nhiễu loạn 
tái chuẩn hóa của hàm Green. Đặc trưng của khai triển này là: cho tương 
ứng một một giữa các số hạng trong chuỗi nhiễu loạn và các đường xương 
sống trong mạng khảo sát. Điều này làm đơn giản việc lấy tổng. Cái giá 
phải trả cho sự đơn giản ấy là các hàm ơo (n) tại các nút phải thay bằng các 
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hàm phức tạp hơn, dạng G (n, n [1...]). Tuy nhiên, việc tính các hàm này 
lại có thể thực hiện bằng khai triển nhiễu loạn tái chuẩn hóa. Kết quả là, ta 
phải thực hiện một quá trình tính lặp. Nếu số nút trong mạng là hữu hạn thì 
số bước lặp cũng hữu hạn vì mỗi bước một nút được đưa vào tính toán. Với 
mạng vô hạn thì cần thảo luận cụ thể khả năng hội tụ của phép tính. 

5.3.2 Hàm Green cho mạng Bethe 

Mạng Bethe (hay cây Cayley - Cayley tree) là mạng không có những 
vòng kín và đặc trưng hoàn toàn chỉ bỏd số lân cận gần nhất z. Trên hình 
5.5 vẽ một phần mạng Bethe với z = 3, trong đó các năng lượng nút £ị nhận 
hai giá trị £i hoặc Ố2, xen kẽ nhau. Việc tính hàm Green cho mạng Bethe 
có thể dễ dàng thực hiện bằng sử dụng khai triển nhiễu loạn tái chuẩn hóa. 



Hình 5.5: Mạng Bethe (Cayley tree), z — 3 

Do cấu trúc đặc thù, trong mạng Bethe tại mỗi nút xuất phát 1 chỉ có 
K + 1 = z con đường quay trở lại nút đó. Thành ra, năng lượng riêng (5.45) 
có dạng đơn giản 

A (1) = (K + 1) V 2 G (1 + 1, 1 + 1 [1]) . (5.47) 

1 

V - e M - A (1 + 1 Ịĩj) • 


Mạt khác, theo (5.46), ta cũng có 
G(l+ 1, 1+1 [1]) = 


(5.48) 



5.3. Khai triển nhiễu loạn tái chuẩn hóa và hàm Grcen... 
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Đại lượng A (1 + 1 [1]) lại có thể biểu diễn tiếp dưới dạng, tương tự như 
(547): 

A (1 + 1 [1]) = KV*G (1 + 2, 1 + 2 [1 + 1]). (5.49) 

Điều cần lưu ý ớ dây là, trong (5.49) nhân tử phía trước chỉ là K = z - 1, 
vì đã loại trừ một đường đi qua 1 

Thay (5.49) vào (5.48), được 

G (1 + 1, 1 + 1 [1]) = — — _ KV 2 G (1 + 2. 1 + 2Ị1+ 1]) ' (5 - 50) 

Hoàn toàn tương tự, ta có thể viết: 

G (1 + 2. 1 + 2 [1 + 1]) = ^ _ £j+2 _ kv 2 G (1 + 3. 1 + 3 [1 + 2]) ’ (5 - 51) 

Vì hai nút (1 + 1) và(l + 3) có cùng một năng lượng nút, £ 1+1 = £ 1 + 3 , nên 
điểu kiện tuần hoàn của mạng cho 

ơ (1 + 3, 1 + 3 [1 + 2]) = G (1 + 1, 1 + 1 [1]) . 

Và, tương-tự: 

<3(1 + 2, 1 + 2[1+1]) = G(1, 1 [1 - 1]) . 


Sử dụng hai đẳng thức này, ta dễ dàng viết lại (5.50) và (5.51) thành hệ hai 
phương trình hai ẩn mà các lời giải là: 

{(>7 -£ị) tn - £2) [(>? - £1) ( V - Sĩ) - 4 KV 2 ]}' 12 
2K( v -e t )V* ’ 


G(l, 1[1 + 1]) = 


(v - Sì) (v - £2) 


1 " 2 K{v-e l+1 )V* 

{Ịv - £ĩ) (v - £2) [(v -£1) Ịỵ_ -£2) - 4 KV‘ 1 )Y 12 
2 K (v-et+ÚV* 

TTtay (5.52) và (5.53) trở-lại (5.47) và (5.46), ta nhận được 
ru, G(l; tị) =2 K(n-e t )!D ;£, = £, 


G(l, 1; rị) = 


G{2\ rị) =2K(r ì -e ỉ )/D ; £, = £2 , 



140 


Chương 5. Hàm Green với Hamiltonian liên kết mạnh 



Hình 5.6: Re {G^ (1; 1)} và =Flm {G^ (1; 1)} biểu diễn theo È cho mạng Bethe với 
z = 4: £ị + 2 n = £i; £i+ 2 n+i = £2 (n là số nguyên); £i > £ 2 , £ 0 = Oi + £ 2 ) /2, 
D — 2 y/KV. Minh họa cho trường hợp £\ - £2 — B. 

trong đó 

D = K(r ì -e ỉ )(r ì - £ 2 ) - (K + 1) { (17 - £i) (17 - £ 2 ) ± 

[(n - £1) (v - £2) [iv - £1) (v - £2) - 4 /n / 2 ]] 1/2 j . ( 5 . 55 ), 

Dấu của SỐ hạng [.. .] 1/2 được lấy sao cho phần ảo của nó có cùng dấu với 
ỉm{(ĩ ]-£ 1 ) (77 - 53 )}. 

Từ (5.54) và (5.55) ta nhận thấy phổ liên tục của hệ gồm hai vùng con: 
vùng dưới chạy từ (ổi + £ 2 ) /2 - [(£1 - £ 2 ) 2 /4 + 4 KV 2 ] 1/2 đến £ 2 , vùng 
trên chạy từ £1 đến (£1 + £ 2 ) /2 + [(£1 - £ 2 ) 2 /4 + 4 KV 2 ] 1/2 . Còn, mật độ 
trạng thái Pj tại các nút với năng lượng £j 0 = 1 , 2 ) là: 

PÁE) = -\ ĩm{G + U-,E)}-j = l, 2 



5.3. Khai mèn nhiễu loan tái chuẩn hóa và hàm Green... 
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Trên hình 5.6 trình bày minh họa của các hàm Re { G ± (1; 1)} và 
Im {ơ ± (1: 1)} tính cho mạng Bethe với z = 4 (K = 3) và £] - £2 = B 
(Economou 1983). Rõ-ràng là ở ngưỡng trên và ngưỡng dưới của vùng hàm 
Green có dáng điệu giải tích điên hình của các hệ 3 chiẻu. Tuy nhiên, ở một 
ngưỡng bên trong ((E - £ 0 ) /B = 0.5) ta thấy có phân kỳ dạng căn bậc hai 
của năng lượng. 


Thảo luận bổ sung và bài tập 

B5.1 Về bản chất, lý thuyết liên kết mạnh (tight binding) là lý thuyết một 
hạt trường trung bình. Lý thuyết này đã được sử dụng rộng rãi kể từ 
khi vSlater và Koster thành công trong việc dùng nó để tính cấu trúc 
vùng của các tinh thể đơn giản (Slater and Koster 1954). Nhưng, sau 
đó, trong thời gian dài, do sự xuất hiện của lý thuyết hàm mật độ 
(density functional theory) và sự tiến bộ về khả năng của máy tính, 
lý thuyết liên kết mạnh (LKM) đã bị thay thế bằng phương pháp tính 
dựa trên các nguyên lý ban đầu (íirst principles hay ab initio method). 
Chỉ gần đây, do phải làm việc với các kích thước lớn, người ta mới 
quay lại với LKM với sự kết hợp với "ab initio". Sự kết hợp như vậy 
làm tăng mức độ chính xác định lượng của tính toán. 

Dạng quen thuộc của Hamiltonian LKM gồm các số hạng nút (on site) 
và các số hạng nhảy (hopping): 

^ SiaC^ a C ia + CjP , 

la i, aỊ3 

trong đó các chi số L j mô tả các nguyên tử nút mạng; a , Ị3 ký hiệu 
các quỹ đạo ở các nguyên tử này; yếu tố chéo £ ia là năng lượng nút 
(on site energy); còn yếu tố không chéo t ia jp thường giảm nhanh 
theo khoảng cách giữa các nút i và j. Trong tính toán LKM hiện đại, 
các tham số £ia và t ia ^p thường được xác định bằng cách khớp các 
trị riêng LKM với các trị riêng "ab initio" (Xu et al. 1992; Meht and 
Papaconstantopoulos 1996). Phương pháp LKM đóng vai trò rất quan 
trọng trong nghiên cứu cấu trúc vùng của vật liệu. 
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0 Năng lượng 1 


Hình 5.7: Minh họa cho bài tập B5.3 

B5.2 Từ các kết quả trong tiết 5.3.2 hãy rút ra hàm Green cho mạng Bethe 
tuần hoàn đơn giản, £i = £2 = £ 0 . Biện luận kết quả nhận được. 

Trả lời: 

2 K 

G(l, l; Tì) =-—- 7 = ==• 

(K - 1) (ĩ, - £ 0 ) + (K+l)yJ(ĩỊ- £o) 2 - 4 KV 2 

B5.3 Trên hình 5.7 là dáng điệu điển hình của vùng năng lượng electron 
liên kếtìnạnh trong các hộ d = 1, 2, 3 và 4 chiều. Độ rộng vùng được 
chuẩn hóa bằng 1. Hãy cho biết dáng điộu mật độ trạng thái trong 
trường hợp d —► 00 ? 


Trả lời: xem w. Metzner and D.Vollhardt 1989, Hìys. Rev. Lett. 62, 324 



Chương 6 

Tán xạ một tâm tạp 


Nội dung của chương này là áp dụng phương pháp nhiễu loạn không phụ 
thuộc thời gian, đã trình bày ở chương 4, vào bài toán tán xạ của electron 
lên một tâm tạp riêng lẻ trong khuôn khổ hình thức luận liên kết mạnh. 

6.1 Hình thức luận chung 

Xét mô hình liên kết mạnh, trong đó tính tuần hoàn lý tưởng được thỏa 
mãn ở khắp nơi, trừ tại một nút (nút 1). Ở nút này yếu tố ma trận chéo là 
£i = ổo + £, trong khi ở tất cả các nút khác chúng đều là £q (chẳng hạn, 
nguyên tử ở tất cả các nút mạng đều giống nhau với cùng mức nàng lượng 
£ 0 , riêng ở nút 1 nguyên tử mạng chủ bị thay thế bằng một nguyên tử lạ - 
tâm tạp - với mức nàng lượng £i = £o + ổ). Hamiltonian liên kết mạnh của 
mô hình này có thể viết dưới dạng: 

H = H 0 + H l , (6.1) 

trong đó phần không nhiễu loạn Hq chính là Hamiltonian tuần hoàn lý tưởng 
(5.4), 

^0 = X] I m) £ 0 (m| + V I n) (m| , (6.2) 

m (um) 

còn phần nhiễu loạn Hi liên quan chỉ với "tâm tạp" ở nút 1 

Wi = |l>e(l|- (6.3) 

Theo (4.3), hàm Green của Hamiltonian toàn phần H có thể biểu diễn dưới 
dạng 

G = Go + Gq1~L\Gq + GqH\G{)H\Gq + ... , (6.4) 
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với Go là hàm Green của Hamiltonian không nhiễu loạn (6.2). Hàm này đã 
được nghiên cứu chi tiết và tính cụ thể cho một số mạng trong chương 5. 

Trong tiết 4.1 cũng đã chỉ ra rằng, đồng thời với G ta có thể tính T- 
matrận (4.11): 

T = Hx+H l G {) H l +H l G ữ H ì G ĩ) '}U +... 

= |l)£(l| + |l>e(l|Go|l) £ {lỊ + ... 

= 11) £{1 + £ Go (1, 1) + [sGo (1, l)] 2 + ...} (1| 

= (6 - 5 > 

ở-đây Go (1, 1; v) = (1| Go {ĩ]) 1 1) . 

Biểu thức (6.5) xác định T-matrận của hệ liên kết mạnh khi có nhiễu loạn 
do chỉ một tâm tạp tại nút 1 với yếu tố ma trận £. 

Thay T nhận được ở trên vào hộ thức (4.14), 


G — Go + G 0 TGo , 

ta được hàm Green G xác định qua Go và nhiễu loạn e: 

C-C, tC ,|.) 1 _ eG * (| 1;t|) (l|C 0 . (6.6) 

Tính chất giải tích của T -matrận (6.5) và hàm Green ( 6 . 6 ) là tương tự nhau. 
Phân tích các tính chất này ta có thể biết hàm riêng và trị riêng của Ti. 

6.1.1 Trạng thái liên kết 

Từ ( 6 . 6 ) (hay (6.5)) ta thấy hàm G (hay T ) có cực điểm tại 77 = E p , xác 
định bằng điều kiện 1 - £ Go (1, 1; E v ) = 0, hay 


Go (1, 1; E p ) = l/£ . (6.7) 

Tất nhiên là cực Ep không thể nằm trong vùng phổ liên tục của Ho vì ở đó 
phần ảo của Go (1, 1; E) (tức là mật độ trạng thái) luôn khác không và do 
đó không thể có hộ thức (6.7). Hệ thức này cho phép xác định vị trí các mức 
liên kết, sinh ra do có nhiễu loạn £. 



6 ./. Hình thức luân chung 
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Đồng thời, từ (6.6) ta có thặng dư của hàm Green G tại cực điểm Ep là: 

u _ G o{n. 1; E p )Go(l m: Ep) 

Res{G (n. m; Ep)} =--- ^ - -ị : " , (6.8) 

Gq (1. 1; Ep) 

trong đó G 0 là đạo hàm của G 0 theo E. 

Độ suy biến f p của mức liên kết E v được tính bằng (2.98): 

ỉp = y{Res{G (£„)}} 

= y^Res{G(n. n; E p )} 

lĩ 

- -ỡĩãW? Cl|n ' l:£WG " 11 n;£ -i 

(l|(fi,-7<o)- 2 |l) 

Go (1.1:3.) 

Dấu bằng cuối cùng trong biến đổi trên là do 

dGo/dE = d [<1| (E - Ha)-' [ 1)] /dE 

= - <l\(E-H 0 r 2 \l). (6.9) 


Vì độ suy biến fp = 1, theo (2.90), hàm riêng I ò), tương ứng năng lượng 
E p , thỏa mãn hệ thức 

(n| b) (ft| m) = ResG (n, m; Ep) . 

Thay vế phải của đẳng thức trên bằng (6.8), ta có 

Gọ (3) 


16 ) = . 

c-ơ ữ (\, 1; E p ) 

Hoặc, nếu biểu diễn 16) dưới dạng 

|h) = £Mn>, 


( 6 . 10 ) 


Go (n, 1; Ep ) 
yf-G' ữ { 1,1;3) ' 


( 6 . 11 ) 
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Để đoán nhận dáng điệu của trạng thái liên kết (6.10) ta lưu ý là, với E 
không thuộc phổ liên tục thì, một là, theo (6.9), đại lượng G f 0 (1, 1; E) luôn 
âm, và hai là, Go (n, 1; E) giảm nhanh theo khoảng cách Rni = |n - 1|: 

Go (n, 1; E) ^ oũ ' const. exp [- a (E) Rni] , (6.12) 

với a(E) > 0 (xem, chẳng hạn (5.21)). Điều này nghĩa là hàm riêng (6.10), 
tương ứng với trị riêng gián đoạn E p , có dáng điệu định xứ ở lân cận tâm 
tạp tại 1, giảm nhanh khi đi ra xa tâm này theo quy luật hàm e-mũ (6.12). Ở 
đây, đại lượng [a (£)] _1 là số đo mức độ lan truyền tuyến tính của I ò). Trên 
hình 6.la ta mô tả định tính dáng điệu của biên độ xác suất I (n\ĩp (E p )) | 2 
như hàm của khoảng cách Rni. Đại lượng a~ ỉ đặc trưng cho "kích thước" 
của trạng thái. Ví dụ, trong mạng một chiều với hàm Green (5.21) thì 

a (E) = - ln Ị g ~ £ ° 

với (E — 5 0 ) > B và a là hằng số mạng. 

6.1.2 Vùng phổ liên tục 

Ta xem xét ảnh hưởng của nhiễu loạn lên phổ liên tục của hệ, mà đặc 
trưng cơ bản của nó là mật độ trạng thái. 

Theo (2.93), với G (6.6) thì mật độ trạng thái tại nút n là: 

p(n;E) = -ilm{G + (n, n; £)} 

T 1 m 1 T r * <n| Go (Ẽ) 11} (1| Gq (E) I n) ì 

(6.13) 



trong đó po (n ; E) là mật độ trạng thái của hệ không nhiễu loạn ĨÍQ. Sự có 
mặt của nhiễu loạn (tâm tạp) tại nút l dẫn đến số hạng thứ hai trong biểu 
thức p (n ; E) ở trên. 



6.1. Hình thức luân chung 
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Trong trường hợp riêng, ngay tại nút 1 ta có 


p(l;£) = 


Pí> (1; E) - Ị- Im 

7Ĩ 

A) (Ịj E) 

\l-eGo (1. 1; E) I 2 


e(ỉ\GỈ(E)\\) (I| Gọ (E) 11) 
l-sGĨ(\. 1 -E) 


(6.14) 


Việc chuyển từ dòng đầu đến dòng thứ hai trong (6.14) được thực hiện bàng 
phép lấy phần ảo thông thường với chú ý đến các hệ thức (2.11) và (2.13). 

Với dáng điệu tiệm cận Gq ( E ) —► 1/E, và do đó G ( E ) —► 1/E khi 
E —► 00 , sử dụng định lý tích phân Cauchy, có thể thấy là, mật độ trạng 
thái (6.13) thỏa mãn điều kiện p (n; E)dE = 1. 

Bức tranh vật lý nhận được từ kết quả (6.13) là như sau: mặc dù vùng 
phổ liên tục của 77 và 77 0 là trùng nhau, nhưng mật độ trạng thái tương ứng 
p ( E ) và Po ( E ) là không như nhau. Vói hệ có nhiễu loạn, ngoài vùng phổ 
liên tục còn có trạng thái liên kết ở Ep, mà tại đó, sử dụng (2.16) ta có 


p(n; £■) = 


<n|6) (6|n) 

\b n \ 2 ỗ{E -Ep), E^Ep. 


(6.15) 


Thành thử, thay vì p (n; E)dE = 1, trong trường hợp này ta có 


rEv 

Je d 


p(n; £)d£ + y>„| 2 

p 


= 1. 


(6.16) 


Ở đây, số hạng đầu ứng với vùng phổ liên nạc chạy từ ngưỡng dưới E D đến 
ngưỡng trên Ey, số hạng thứ hai lấy tổng theo tất cả các trạng thái liên kết 
Ep. Nếu tất cả các hàm riêng của trạng thái liên kết đều được chuẩn hóa, 
thì bằng cách lấy tổng (6.16) theo tất cả các nút trong mạng, ta được: 

fEu 

/ Af(E)dE + P = N, (6.17) 

Je d 

trong đó M (E) là mật độ trạng thái trên tất cả các nút, p là số trạng thái 
liên kết và N là tổng số nút của mạng. Hệ thức (6.17) cho thấy rằng, cùng 
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với sự xuất hiện các trạng thái hên kết, mật độ trạng thái trong vùng phổ 
liên tục giảm đi (so với Po (E)). Phần giảm đi này được "chuyển" sang cho 
các mức gián đoạn và trọng khối "tiếp nhận" của mỗi mức được đo bằng đại 
lượng phủ |ò n | 2 của mức này tại nút n. 

Ta chuyển sang xem xét các trạng thái riêng trong vùng phổ liên tục. Đó 
là các trạng thái tán xạ dạng (4.23): 


\'iP E ) = \k) + G+(E)T + (E) |k). (6.18) 


Ở đây, |k) là hàm riêng (dạng (5.9)) của Hamiltonian liên kết mạnh tuần 
hoàn TLq (ta dùng ký hiệu |k) thay cho |k) để phân biệt với |n), trong đó n 
là chỉ số nút), còn dấu (+) ở Gq T + ngụ ý chỉ chọn lời giải đi ra từ tâm tán 
xạ. 

Đặt T + (6.5) vào (6.18), được 


Hàm riêng (6.19) có dạng tổng của hàm sóng không nhiễu loạn (n| k) và 
phần bổ chính do nhiễu loạn có mặt tại nút 1. Như vậy, bên trong vùng phổ 
liên tục hàm riêng là một hàm lan truyền bị biến điệu do nhiễu loạn. Một 
cách định tính, hàm này được mô tả bằng sơ đồ trên hình 6.1b. Tại chính 
nút 1 hàm (6.19) có dạng 


<1|^e) = 


(l|k) 

1-EỔ+(1, 1; E) ■ 


( 6 . 20 ) 


Trong liên quan vối các trạng thái vùng, ở tiết 4.2 ta đã chỉ ra rằng, tiết 
diện tán xạ vi phân |/| 2 để một sóng tối Ị k/) tán xạ đến trạng thái cuối I k/) 
là tỷ lệ vối I (k/l T + ( E ) I k/) | 2 (xem (4.31), (4.32)). Với I k/) và I k/) là 
các trạng thái không nhiễu loạn, sử dụng T + (6.5) ta dễ dàng nhận được: 

p2 

l/l 2 = -—£1 —— . 

1 |1 ~ £ Go (1, 1; E) I 2 


( 6 . 21 ) 
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Hình 6.1: Minh họa định tính phụ thuộc của I (nịips) | 2 vào khoảng cách Rni'. 
(a) Trạng thái liên kết; (b) Trạng thái vùng; (c) Trạng thái cộng hưởng. 

6.1.3 Trạng thái cộng hưởng 

Như trên đã nói, hàm Gị ( 1, 1; E) có phần ảo khác không ở các năng 
lượng thuộc vùng liên tục, và do đó bên trong vùng này đại lượng (1 - 
€ Gị (1, 1; E)) không thể bằng không. Tuy nhiên, ở những điều kiện nhất 
định, đại lượng |1 - £ Gq (1, 1; E) | 2 có thể là rất nhỏ ở năng lượng E = Er 
nào đó. Nếu vậy, tại các năng lượng E r này đại lượng I (1| ĩp E ) | 2 (6.20) trở 
nên rất lớn. Trong khi đó, với n Ỷ z, đại lượng (n| Gq (E) 11) ở số hạng 
thứ hai của (6.19) lại giảm nhanh tới 0, khi khoảng cách Rni —> 00 . Thành 
thử, trong giói hạn này, đại lượng I (1| ĩp E ) | 2 của (6.19) dần về I (n| k) | 2 của 
trạng thái không nhiễu loạn. Ta có bức tranh vật lý như sau. Tại năng lượng 
E r nào đó, biên độ I (n| ĩp E ) I có giá trị lớn ở lân cận nút 1, giảm theo khoảng 
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cách |n — 1|, rồi dần tới giới hạn là biên độ I (n| k) I của sóng không nhiễu 
loạn. Các trạng thái riêng (n| ĩp E ) có tính chất như vậy được gọi là trạng 
thái cộng hưởng (resonant eigenstates). Biên độ của các trạng thái này được 
mô tả định tính trên hình 6.1 c. Các trạng thái cộng hưởng vừa có dáng dấp 
trạng thái liên kết vì xác suất tìm hạt ở lân cận nút 1 là rất lớn hơn so với ở 
các nút khác, chúng lại vừa là trạng thái lan truyền giống như các trạng thái 
liên tục khác. 

Bởi vì tại năng lượng cộng hưởng, các mẫu số ở (6.14) cũng như (6.21) 
đều rất nhỏ, nên cả mật độ trạng thái cũng như tiết diộn tán xạ đều có cực 
đại nhọn. Tất nhiên, cực đại ở p (1; E) (6.14) còn phụ thuộc vào dáng điệu 
phụ thuộc năng lượng của Po (1, E) ở lân cận E = E r . 

Một cách gần đúng, năng lượng cộng hưởng E r có thể xác định bằng 
cách như sau. Ta viết các mẫu số của (6.14) và (6.21) dưói dạng 

|1 - £ Go ụ, l; E) I 2 = (1 - eRe{G 0 + }) 2 + £ 2 (Im{c„ + }) 2 . 

Nếu Im{ơj }, tức Po (£), thay đổi chậm theo E ở lân cận E r , thì năng lượng 
cộng hưởng Er có thể xác định gần đúng như lòi giải của phương trinh 

(1 - £ Re{G 0 (1, 1; £)}) 2 = 0. (6.22) 

Tất nhiên, để cộng hưởng là nhọn thì đại lượng £ 2 (Im{Go }) 2 cũng phải 
nhỏ (so với 1). 

Nếu không chỉ Im{ơo} mà cả Re{ơo (1, 1; E)} cũng phụ thuộc yếu vào 
E trong lân cận E r , thì một cách gần đúng, có thể viết: 

|l-£Ỡo(l, 1; E)f^A- 2 {{E-E r ) 2 + J 2 }, E « E r , (6.23) 


J = |Im{Go(l, 1; £ r )}|/|Re{ỡó (1, 1; £Ỳ)}| , 

= | £ Re{G'o (1, 1; E r )}\ ■ 


trong đó 
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Thay biểu thức gần đúng (6.23) vào (6.13), (6.20) và (6.21), ta có 


p(hE) = 
|{ 1|^)| 2 = 
l/l 2 = 


A 2 p« (1: E) _ A 2 P 0 q E) 


(E 

- E r f + 

J 2 - 

\E-V,\ 2 ■ 

1 

/l 2 


(A 2 /N) 

.V 

(E-E,.f 

1 + J 2 

\E - Vr\ 2 


A 2 e 2 


A 2 £ 2 

(Ẽ 

- E,.) 2 + 

= 

\E-Vr\ 2 ' 


(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 


trong đó ĩ]r = E r — ị J. 

Như vậy, trong khuôn khổ gần đúng (6.23) các trạng thái cộng hưởng xuất 
hiện như các cực trong nửa mặt phẳng dưới (hoặc trên) của thác triển giải 
tích hàm G + (1, 1; E) (hoặc G~ (1, 1; E )) ngang qua cắt nhánh. Mệnh đề 
ngược lại cũng đúng: nếu thác triển giải tích của hàm G ± qua cắt nhánh có 
cực gần trục thực (J/ B < 1, trong đó B là nửa độ rộng vùng), thì các cực 
đó xác định năng lượng cộng hưởng. Các biểu thức dạng đơn giản (6.24) 
(6.26) là hệ quả của gần đúng (6.23), và tất nhiên nếu thác triển giải tích 
của G ± phức tạp hơn, thí các biểu thức tương ứng của p, I (1| ĩps) I 2 và l/l 2 
sẽ không còn đơn giản như (6.24)- (6.26) nữa. 


Ta kết thúc tiết này bằng một bài toán minh hoạ đơn giản. Xét một hạt 
có trạng thái chuyển động mồ tả bởi Hamiltonian H. Giả sử tại thời điểm 
ban đầu, t = 0, hạt ở nút 1, nghĩa là, ở thòi điểm này biên độ trạng thái của 
hạt tại nút n bất kỳ là C n (t = 0) = ô nl . Sử dụng hệ thức tiến hóa (2.51) 
và các hệ thức (2.45), (2.43), ta có ngay biên độ xác suất tìm hạt cũng tại 
chính nút 1, nhưng ở thời điểm t > 0 bất kỳ là: 


i r°° 

Gỉ ( t ) = wz / ex P (- iEt / h ) G+ ( 1 . 1 ; E ) dE. (6.27) 
2tt J_ 00 


Tham gia đóng góp vào (6.27) có thể có ba loại trạng thái. 

Phần đóng góp từ các trạng thái liên kết (ứng với cực của hàm 
G + (1, 1; E)) là: 


c lb (í) = 4 [- 27riRes{G + (1, 1; E p )} e -' E ^ h } 
= \b t \ 2 exp(-iE p t/h). 


(6.28) 
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Kết quả này nhận được bằng cách tích phân trực tiếp (6.27) rồi để ý đến hệ 
thức sát trên (6.10). Biểu thức (6.28) ngụ ý rằng, do sự có mặt của trạng 
thái liên kết |ò) nên hạt khồng khuyếch tán đi xa, ngay cả khi t oc thì 
xác suất tìm hạt ở chính điểm xuất phát 1 vẫn là hữu hạn, oc |ò/| 4 . 

Phần đóng góp từ các trạng thái vùng liên tục (hình 6.1b) là: 

Cị z (t) oc exp (— \a\ Bt/h ); t h/B , (6.29) 

trong đó a là hằng số bậc đơn vị. Đóng góp (6.29) giảm nhanh theo thời 
gian (với thời gian "sống" đặc trưng là « h/B\a\). Như vậy, khi £ —> oc, 
các trạng thái liên tục hầu như khồng đóng góp vào xác suất tìm hạt ở nút 
1: chúng trợ giúp cho hạt khuyếch tán đi ra xa 1. 

Cuối cùng, phần đóng góp vào Ci (£) (6.27) từ các trạng thái cộng hưởng, 
trong khuồn khổ gần đúng (6.23) - (6.26), là: 

c lr (t) oc e - Jt/h .e~ lErt/h . (6.30) 

Vói t < h/J, đóng góp (6.30) có dạng tương tự như (6.28) của các trạng 
thái liên kết (tất nhiên là J < B, tức là h/J » h/B). Còn vói t » h/J, 
thì (6.30) lại có dạng gần với (6.29) của các trạng thái vùng, góp phần trợ 
giúp cho hạt khuyếch tán ra xa 1. 

Tóm lại, vói mồ hình khảo sát trong tiết này, có thể tồn tại ba loại trạng 
thái riêng: (i) các trạng thái liên kết vói mức năng lượng gián đoạn; (ii) các 
trạng thái vùng liên tục vói hàm sóng tán xạ; và (iii) các trạng thái cộng 
hưởng, có thể xuất hiện trong miền phổ liên tục. Đó là các trạng thái lan 
truyền có biên độ cao hơn đáng kể ở lân cận tâm tạp. Năng lượng riêng 
tương ứng với các trạng thái này (năng lượng cộng hưởng) được xác định 
như là năng lượng, mà tại đó mật độ trạng thái cũng như tiết diện ián xạ có 
cực đại nhọn. Cực đại này có nguồn gốc từ cực đơn trong thác triển giải tích 
hàm G ± (1, 1; E) qua cắt nhánh: phần thực của cực cho năng lượng cộng 
hưởng, còn nghịch đảo của phần ảo cho thòi gian sống, liên quan với sự 
khuyếch tán của hạt đi xa khỏi vị trí ban đầu. 
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6.2 Lòi giải cho một sô mạng đơn giản 

Trong tiết này, hình thức luận chung trình bày ở tiết trén sẽ được minh 
họa bằng giải cụ thể bài toán cho ba loại mạng đơn giản, nhưng quan trọng. 


6.2.1 Hệ ba chiều: mạng lập phương đưn giản 


Trở lại giản đồ hàm Green của bài toán liên kết mạnh trong mạng lập 
phương đơn giản trên hình 5.3. Dáng điệu điển hình của mật độ trạng thái 
ở gần các ngưỡng vùng là: 


ị y/E — E d , gần ngưỡng dưới E D . 
\ y/Eu - E , gần ngưỡng trên E ư . 


(6.31) 


Đồng thời, các đại lượng I D = Re{G 0 ( 1 , 1 : E D )} và ỈỊJ = Re{ơ 0 ( 1 , 1 ; E ư )} 
đều là hữu hạn. Mặt khác, vì ở ngoài vùng dGo/dE < 0 (6.9) và Go —> 0 
khi \E\ —> oo, nên ta có 


0 < Go ( 1 , 1 ; E) < I u , với E > E ư . Ị 

I D < Go (1, 1; E) < 0 , với E < E D . ; 1 ■ ' 

Thành ra, khi giải phương trình (6.7) để tìm năng lượng liên kết, ta có hai 
trường hợp tương ứng với ngưỡng trên (Eu, Iu) và ngưỡng dưới (E D) I D ). 
Vì bức tranh cấu trúc vùng (hình 6.2) là đối xứng với hai ngưỡng, nên ta chỉ 
cần xét chi tiết một trường hợp, chẳng hạn xét ngưỡng dưới. Tùy theo giá 
trị của nhiễu loạn £ < 0 ta có hai khả năng: 

Một là , 1 /e > I D . Trong trường hợp này, như minh họa trên hình 6.2, đường 
1/e luôn cắt Go ( 1 , 1 ; E) và chỉ cắt tại một điểm. Điểm đó chính là lời giải 
của (6.7) và cho năng lượng trạng thái liên kết Ep, E p < E D . 

Hai là , 1 Ịe < I D < 0. Trong trường hợp này, ở bên ngoài vùng, đường 1 /e 
nằm thấp hơn và không bao giờ cắt Go (1, 1; E). Phương trình (6.7) không 
có lời giải. Hệ không có trạng thái liên kết. 

Ý nghĩa vật lý của kết quả trên là: một nhiễu loạn hút (e < 0) chỉ có thể 
tạo ra trạng thái liên kết với E p < E D nếu cường độ |e| của nó vượt quá giá 
trị 1/|/ D |, |e| > 1/|/ D | hay £ < I~Ịj l (nhớ rằng, £, I D < 0). Nói cách khác. 
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trong hệ ba chiều, các nhiễu loạn cường độ nhỏ (hố thế nông) có thể không 
tạo ra được trạng thái liên kết. 



Hình 6.2: Minh họa cho lòi giải của phương trình (6.7) 
trong mạng lập phương đơn giản khi £ < Ip l < 0 (D = 1) 

Hoàn toàn tương tự cho trường hợp ngưỡng trên với nhiễu loạn đẩy 
(£ > 0) ta cũng có thể kết luận: để có một (và chi một) trạng thái liên kết 
ở E p cao hơn ngưỡng E Ư> cường độ nhiễu loạn £ phải vượt quá giá trị Iỹ 1 , 
£ > Iỹ l > 0. Trong mô hình liên kết mạnh đang khảo sát, nhiễu loạn đẩy 
(£ > 0) cũng có thể giam giữ một hạt lượng tử tại một mức liên kết nằm cao 
hơn trần của vùng không nhiễu loạn. Bức tranh cấu trúc vùng ở đây là hoàn 
toàn đối xứng với hai ngưỡng. Đây là điểm mới định tính của mô hình liên 
kết mạnh so với mô hình hạt tự do, ở đó vùng chỉ có một ngưỡng dưới, và 
do đó không có lý do gì để thảo luận về khả năng giam giữ hạt bằng một 
nhiễu loạn đẩy. 

Bức tranh vùng hai ngưỡng ở đây gợi nhớ về sự khác dấu của khối lượng 
hiệu dụng ở gần các ngưỡng vùng được giới thiệu vắn tắt trong tiết 1.3. Ở 
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gần ngưỡng dưới của vùng, khối lượng hiệu dụng của electron được xem là 
dương, còn ớ gần ngưỡng trén (trần) là âm. Thành ra, lực đẩy tác dụng lên 
hạt ở ngưỡng trên sẽ cho cùng hệ quả như lực hút tác dụng lên hạt ở ngưỡng 
dưới, cả hai đều có thể dẫn đến sự xuất hiện trạng thái liên kết. Bức tranh 
chung về khả năng xuất hiện trạng thái liên kết cũng như vị trí của nó trong 
sự phụ thuộc vào £ cho hệ ba chiều được mô tả bàng sơ đồ 


Id 0_lú_£ 


có một trạng thái i 

Không có trạng- 

— 1 ” 

1 

Ị Có một trạng thái 

liên kêt ờ Ep < E D i 

1 

thái liên kết 

Ị liên kết ổ Ep > E u 

1 


Để thấy rõ hơn sự thay đổi phổ năng lượng khi cường độ nhiễu loạn tăng 
dần từ 0, ta xét một ví dụ đơn giản, khi hàm Green khồng nhiễu loạn có thể 
gần đúng bằng hàm Hubbard (5.35) 

Go (1, 1; E) = - í=== . (6.33) 

v ; E± CE 2 - B 2 

ở đây, không mất tính tổng-quát, ta đã xem £o = 0. Khi đó, hai ngưỡng 
vùng là 

E D = - B và Eu = + B . (6.34) 

Và do đó, bằng thay trực tiếp (6.34) vào (6.33), ta có 


Id = - 2 /B = 2 Ị Eo ; I ư = 2 /B = 2 /E ư . (6.35) 


Mức liên kết Ep được xác định bằng phương trình (6.7) với Go (1, 1; E) 
(6.33): 

2 

1/£ = E„ + y/EỊ - B 2 ' 


Từ đây có 


E v = (B 2 + 4e 2 ) /4e . 


(6.36) 


Rỡ ràng là mức liên kết E p (6.36) chi tồn tại (nằm cách tâm vùng một 
khoảng lớn hơn nửa độ rộng vùng B ), nếu |e| > B/2 = Iỹ l = \Id\~ 1 - 
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Mật độ trạng thái có nhiễu loạn được xác định bằng (6.14) trong đó mật 
độ trạng thái không nhiễu loạn, tương ứng với hàm Green (6.33), có dạng 
(5.36) : Po (1; E) = ( 2 / 7 rổ 2 ) y/B 2 - E 2 . 

Thay biểu thức Po (1; E) này và Go (1, 1; E) (6.33) vào (6.14), sau khi 
rút gọn, ta được 


2 \/B 2 — E 2 

= (6 - 37) 

Hàm p (1; E) (6.37) có thể có cực đại. Đạo hàm biểu thức này, rồi cho bàng 
không, ta xác định được giá trị năng lượng ứng với cực đại là 

Er = ịeB 2 l(B 2 + ị£ 2 ). (6.38) 

Năng lượng E r nằm trong vùng phổ liên tục. Nó có thể xem là năng lượng 
cộng hưởng nếu cực đại của p (1; E) ở đó là đủ nhọn. 

Trên hình 6.3, ta minh họa định tính dáng điệu của p ( E) khi |e| tăng 
dần từ 0. Ta xét trường hợp nhiễu loạn hút, £ < 0. Năng lượng E r (6.38) có 
cùng dấu với £ và \E r \ tăng cùng với \e\. Như vậy, khi \e\ tảng, E r dịch xa 
dần tâm vùng, đi về phía ngưỡng dưới E Dì mật độ trạng thái bị kéo vé phía 
năng lượng thấp với cực đại ngày càng nhọn. Khi \e\ = 0.45, cực đại của 
p(E) tại E r trở nên rất nhọn, thể hiện rõ tính cộng hưởng. Khi |t I đạt giá trị 
ngưỡng, |e| = \Id \~ 1 = E/ 2, năng lượng công hưởng E r trùng với ngưỡng 
dưới Ed- Ngay khi |e| vượt qua giá trị ngưỡng 5/2, một phần của đỉnh cộng 
hưởng tách ra khỏi vùng phổ liên tục, tạo thành một phổ dạng delta ở phía 
dưói ngưỡng E D : một mức liên kết đã xuất hiện ! Trọng khối \bi\ 2 của mức 
liên kết này được đánh giá bằng (6.11). Thay Go (1, 1; E) (6.33) vào (6.11), 
được 

N 2 = yjẼị - By\s\ = (4e 2 - B 2 ) /4e 2 . (6.39) 

Để nhận được kết quả này ta đã sử dụng các hệ thức (6.7) và Ep (6.36). 

Cường độ |e| càng lớn thì \Ep\ (6.36) cũng càng lớn, nghĩa là mức liên 
kết càng thấp so vói ngưỡng dưới E D . Đồng thòi, trọng khối (6.39) càng 
lớn. Song song với quá trình đó, bên trong vùng liên tục, mật độ trạng thái 
chuyển ngược lại, dần về tâm vùng, cực đại cộng hưởng thấp dần, rồi mờ 
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Nếu nhiễu loạn là đẩy, £ > 0, thì một bức tranh hoàn toàn tương tự sẽ 
xảy ra ở lân cận ngưỡng trên E Ư của vùng liên tục. 

6.2.2 Hệ hai chiều: Mạng vuông 

Như đã chỉ ra trên hình 5.2, mật độ trạng thái của hệ hai chiều liên kết 
mạnh với Hamiltonian tuần hoàn Hq có gián đoạn ở các ngưỡng vùng: 

E^E D + ữ 'PD- 

ở đây, để cụ thể ta nói về ngưỡng dưới. Bức tranh vật lý ở hai ngưỡng là 
đối xứng. 

Cùng với sự gián đoạn của Po(E), hàm Green có phân kỳ logarit tại các 
ngưỡng 

ơ ° E ) -Ẽ^ẼT p ° ln -Ẽ^ẼT - °°’ (640) 

trong đó c là một hằng số dương. Tương ứng với hàm Green (6.40), đại 
lượng \Iu\ là lớn vô hạn. Thành thử với mọi £, dù |e| nhỏ bao nhiêu chăng 
nữa, đường l/e luôn nằm cao hơn Iu < 0 và do đó luôn cắt Go (1. 1. E) tại 
một (và chỉ một) điểm. Và như vậy, ta đã đi đến một kết luận quan trọng: 
trong các hệ hai chiều dù nhiễu loạn nhỏ bao nhiêu chăng nữa, ta luôn có 
một trạng thái liên kết. Ta đánh giá vị trí E p của trạng thái này. 

Với \e\ nhỏ, đường 1/e nằm thấp và cắt đường Gq(E) tại điểm Ep rất 
gần E d . Trong trường hợp này, để xác định E p ta có thể gần đúng sử dụng 
dạng tiệm cận của hàm Green (6.40). Phương trình xác định mức liên kết 
Ep có dạng 

I Ep - Eo\ , , 

PD ln—^-= - l/\e\. 

Lời-giải là 

\E P — Eo\ ~ c exp (— 1 /|ê| pd) . (6.41) 

Như vậy, vứi nhiễu loạn yếu (\e\ < B) năng lượng liên kết của mức gián 
đoạn (tức là khoảng cách từ mức tới đáy vùng E D ) Eịị = ịEp - E D I phụ 
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thuộc vào |c I theo hàm e mũ (6.41). Dáng điệu của sự phụ thuộc này là hệ 
quả của tính phân kỳ (6.40) của hàm Green ờ ngưỡng vùng. Bởi lẽ tính phân 
kỳ logarit là tính chất chung cùa các hệ hai chiều, kết quả (6.41) cũng là 
tổng quát cho moi mạng hai chiều. 

Xét cụ thể mạng vuông, ta có thể đánh giá E B một cách định lượng hơn. 
Thật vậy, trong giới hạn E — ► ỔQ - B (ngưỡng dưới) hàm Green trong mạng 
vuông (5.27), (5.28) tiệm cận về 


Go (1, 1; E) 


E —* £„ - B 


7r B 


- In 




(6.42) 


So sánh biểu thức này với (6.40) ta xác định được Po = 1/ĩĩB và c — 8B. 
Và do đó, trong mạng vuông năng lượng liên kết (6.41) có dạng 

Eb = \Ep — E D \ 

« 8B exp (- ttB/\e\) : £—►()_. (6.43) 


Sử dụng hàm Green đơn giản (5.30) ta có thể mô tả sự xuất hiộn của 
mức liên kết cũng như dáng điệu tổng thể của mật độ trạng thái trong sự 
phụ thuộc vào £ bằng sơ đồ tương tự như ở hình 6.3. Ngoài ra, một điều 
đáng giới thiệu là, nếu trong (6.41) ta thay đồng thời p D = Pq Ho và \e\ = V Q 
thì ta nhận lại kết quả (4.44) Eq oc exp (- 1/po V 0 Í7 0 ), xác định vị trí mức 
gián đoạn trong bài toán hạt tự do tán xạ bởi một hố thế nông. 


6.2 3 Hệ một chiều 

Trong mạng một chiều ở gần ngưỡng vùng mật độ trạng thái phân kỳ 
dạng (xem hình 5.1) 

^■- E ) e^e d + 0> C(E-E D )-'*. 
rương ứng, hàm Green cũng phân kỳ 

( 1 , 1 ; E) e ^ Ed _q' - (Eo - £)- 1/2 -4 - cxo. (6.44) 
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Hệ quả là, cũng giống như trong hệ hai chiều, các đại lượng |/ D |, Ỉ Ư lớn vô 
hạn, và đường \Ịe luôn cắt Gq (1, 1; E) tại một (và chỉ một) điểm dù cho 
\e\ nhỏ bao nhiêu chăng nữa. Nói khác, trong hệ một chiều nhiễu loạn bất 
kỳ, dù nhỏ bao nhiêu chăng nữa, cũng sinh ra trạng thái liên kết. 

VỊ trí của mức liên kết Ep có thể đánh giá bằng cách quen thuộc dựa 
trên phương trình (6.7). Với \e\ nhỏ, khi E p nằm rất gần E Dy ta có thể sử 
dụng dạng tiộm cận của hàm Green (6.44). Đặt hàm này vào (6.7), có: 

-7T C{E D -E)-' n = -1/Ịe|. 

Từ đây suy ra nâng lượng liên kết 


Eo = \E V - E d I £ ^ 0 . £ 2 7T 2 c 2 . (6.45) 


Kết quả này sẽ trùng chính xác với biểu thức (4.46) của năng lượng liên kết 
Eq trong bài toán hạt tự do một chiều tán xạ bởi hố thế nông, nếu đồng thời 
thay \e\ = Vũ và c 2 = mQl/2h 2 7T 2 . 

Việc xem xét các trạng thái cộng hưởng trong các hệ một chiều đòi hỏi 
một cách thức riêng. Thay vì tiết diện tán xạ vi phân (6.21), ta sẽ xem xét 
hai đại lượng gọi là hệ số truyền qua \t\ 2 và hệ số phản xạ |r| 2 , định nghĩa 
tương ứng là: 


\t\ 2 = 1/|1 -£Ơo(l, 1; E) I 2 

|r| 2 = \e Gq (1, 1; E) | 2 /|1 - £ Go (1, 1; E) \ 2 . 


(6.46) 


Lưu ý là trong hệ một chiều, hàm Green Gq (1, 1; E) là thuần ảo bên trong 
vùng liên tục (hình 5.1). Do đó, các hệ số (6.46) thỏa mãn điều kiện: 


|Í| 2 + M 2 = 1. 


Với (6.46), mật độ trạng thái (6.14) viết được dưới dạng 

p(hE) = p 0 ạ-,E)ịtị 2 . (6.47) 

Và, biên độ trạng thái (6.20): 

I Ị 2 = |í| 2 /iV. 


(6.48) 
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Các biểu thức (6.47) và (6.48) cho thấy rằng, trạng thái cộng hưởng, nếu 
có, tất nhiên được quy định bới dáng điệu phu thuộc vào E của \t\ 2 . Vì 
|£| 2 < 1, nên cộng hưởng xảy ra, nếu \t{E)\ 2 có giá trị gần bàng 1 ở lân 
cận một năng lượng nào đó và giảm nhanh khi ra xa năng lượng này. Trong 
thực tế, khổng phải ớ bài toán một chiều nào I t(E) | 2 cũng có dáng điệu như 
vậy. Nói khác, trong các hệ một chiều khổng phải khi nào cũng có trạng 
thái cộng hưởng. Để minh họa cho nhận xét này, ta trở lại mổ hình liên kết 
mạnh một chiều với hàm Green (5.22): 

Go (1. 1: E) = (E 2 - B 2 )~ 1/2 . (6.49) 

(xem £o = 0). Vị trí trạng thái liên kết khi đó là 
E p = q(e) VB? + Õ-. 

(hàm q (x) định nghĩa trong 2.3.2) và hệ số truyền qua (6.46) bàng 

Rõ ràng là hàm \t(E)\ 2 (6.50) không hề có cấu trúc cộng hưởng. Nghĩa là, 
trong mổ hình liên kết mạnh một chiều với hàm Green (6.49) không tồn tại 
trạng thái cộng hưởng. 

Kết luận quan trọng nhất rứt ra từ ba trường hợp khảo sát ở trên là, trong 
khi ở các hệ một và hai chiều trạng thái liên kết luôn được tạo thành cho dù 
cường độ nhiễu loạn nhỏ bao nhiêu chăng nữa, thì với các hệ ba chiều để 
có trạng thái liên kết cường độ nhiễu loạn |£| cần phải lớn hon một giá trị 
ngưỡng nào đó. Để minh họa kết luận quan trọng này ta xem xét một mô 
hình đon giản. Giả sử trong không gian D chiều có một hố thế sâu \e\ với 
kích thước mỗi chiều là a. Để giữ một hạt khối lượng m định xứ trong miền 
không gian kích thước L xung quanh hố thế, thì thế năng giam giữ 

W C (X Ị V{r) \ịfd D r ra |e| (a/L)° 
phải vượt quá động năng 

w à 2 

k<x 2m 2 mL 2 ' 
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Nếu \eị là nhỏ, L là lớn, thì so sánh hai đại lượng trên ta thấy luôn có 

w c ;» w k nếu số chiều D < 2, 
w c w k nếu số chiều D > 2, 


nghĩa là, với hệ một chiều (D < 2) hạt luôn bị giam giữ ở lân cận hố thế, 
còn vđi hệ ba chiều (D > 2) hạt không bị giam giữ nếu \e\ là nhỏ. Mô hình 
đơn giản trên không cho chính kiến gì về trường hợp hệ hai chiều. Dù rằng 
ở trên ta đã khẳng định ràng trong hệ hai chiều trạng thái liên kết cũng luôn 
xuất hiện dù \ e \ nhỏ, trong thực tế, các tính chất (định xứ hay lan truyền) của 
hệ electron hai chiều vẫn là vấn đề đang bàn cãi (xem, chẳng hạn, Abrahams 
etal 2001). 

Cuối cùng, cũng cần giới thiệu thêm rằng, Hamiltonian liên kết mạnh 
trình bày trong chương này là mô hình đơn giản nhất để nghiên cứu các tính 
chất electron của vật rắn tinh thể khi có mặt một tâm tạp. Tuy rất đơn giản, 
mô hình này đã cho phép mô tả những đặc trưng vật lý quan trọng nhất của 
bài toán. Nếu muốn biết các đặc trưng định lượng của các cấu trúc tinh thể 
thực, thì nhiều yếu tố khác cần phải được tính đến, như là: (i) ở mỗi nguyên 
tử nút mạng có thể tồn tại đồng thời nhiều quỹ đạo electron, (ii) dạng cụ 
thể của thế tạp, (iii) ảnh hưởng của tâm tạp đến sự sắp xếp các ion mạng 
chủ xung quanh. Tính đến các yếu tố này, bài toán sẽ trở nên phức tạp hơn 
nhiều. Ví như, để tính đến dạng cụ thể của thế tạp ta thường phải đồng thời 
giải phương trình Poisson và tính hàm Green một cách tự hợp: xuất phát từ 
một dạng thế giả thiết ban đầu, tính hàm Green, xác định mật độ điện tích; 
với mật độ điện tích này giải phương trình Poisson để tính lại thế; dùng thế 
nhận được tính lại hàm Green... Tất nhiên, các tính toán như vậy chỉ có thể 
thực thi bằng máy tính điện tử. Độc giả nào quan tâm đến các phương pháp 
tính số trong khoa học vật liêu có thể tham khảo, chẳng hạn, cuốn sách của 
Ohno và đồng tác giả. (Ohno et ai. 1999). Trong khuôn khổ cuốn sách này, 
chúng tôi chỉ hạn chế ở giới thiộu một số khảo sát định tính, chủ yếu tập 
trung vào bản chất vật lý của vấn đề. 
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6.3 Áp dụng: cặp Cooper và siêu dẫn 

Những kết quà chính của lý thuyết siêu dẫn BCS (Bardeen, Cooper, and 
Schrieffer 1957) có thể tóm tắt là: (l) sự hút giữa các electron dẫn dến hiệu 
ứng ghép cặp (cặp Cooper); Trạng thái cơ bản của hệ các cặp Cooper tách 
khỏi các trạng thái kích thích bằng một khe (gap): 

A«2 htùp exp (- 1 /V Pf) ; V Pf 1- (6.51) 

trong đó PF là mật độ trạng thái ở mức Fermi, V là cường độ thế hút trong 
Hamiltonian BCS, H = J2 £ k { c ĩ c k + c + _ k c-k) - V {ct /C -k /C -k c k)'- U D 
là tần số Debye; (2) tương tác electron phonon là nguyên nhân gây ra sự 
hút, sự ghép cặp electron; (3) hiệu ứng Meissner là một tính chất của trạng 
thái cơ bản; và (4) nhiệt độ tới hạn T c phụ thuộc vào hai tham số chính PF 
và V. Với V PF 1 ta có 


k B T c « 1.14 huj D exp (- l/Vp F ). (6.52) 


Lý thuyết BCS là một lý thuyết nhiều hạt và do đó, việc xem xét nó vượt 
khỏi khuôn khổ của cuốn sách này. Ở đây, chúng tôi chi muốn minh họa 
một điều là, ngay trong phạm vi lý thuyết hàm Green một hạt của mô hình 
tán xạ đơn tạp, ta cũng có thể gần đúng nhận được những hệ thức quan trọng 
nhất, (6.51) và (6.52), của lý thuyết BCS. 


Xét một hệ các fermion khối lượng m, tương tác cặp với nhau bằng thế 


hút 


V(r) = Ị _v ° với r = ỉ r *-^l <a ' 
1 0 với r > a . 


(6.53) 


Ta sẽ quan tâm đến chuyển động của một cặp hạt, bỏ qua tương tác của cặp 
với tất cả các hạt còn lại trong hệ. Đồng thời, nguyên lý Pauli không cho 
phép bất kỳ hạt nào trong cặp được chiếm một trạng thái đã bị choán đầy. 

Khi không có tương tác hút (6.53) hàm riêng của cặp bằng tích các 
hàm riêng của các hạt riêng rẽ, |ki, 5i; k 2 , 52 ), trong đó cả hai momentum 
ki, k 2 đểu nằm ngoài biển Fermi, đã bị choán đầy bởi các hạt khác; 5i, 5 2 
là các spin của các hạt. 
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Khi tính đến tương tác (6.53) Hamiltonian của cặp có thể viết dưới dạng 

Hi2 = HcM + H r = ^-^Vị + v(r). (6.54) 

Ớ đây, TLcm = h 2 I< 2 /2M mô tả chuyển động của khối tâm (center of mass) 
với M = 2m; Hr là Hamiltonian chuyển động tương đối với r = ri - r 2 và 
p = 771i777 2 / (m 1 + m 2 ) = m/2. Momentum toàn phần K = lí! + k 2 là một 
số lượng tử tốt của bài toán Hi 2 - Phép chuyển đổi (6.54) dẫn bài toán với 
Hamiltonian H \2 về bài toán chỉ với Hamiltonian Hr = — (h 2 /2ụ,) V 2 + 
V (r). Đây là bài toán một hạt khối lượng /i bị tán xạ bởi thế V (r). Như 
đã thấy ở trên, lời giải của bài toán này được hoàn toàn xác định bởi hàm 
Green không nhiễu loạn, hay tương đương, bởi mật độ trạng thái không 
nhiễu loạn Po(E; K), tính trong đơn vị thể tích của một cặp không tương 
tác với momentum tổng cộng K: 

Po (E; K) = —Ị—3 í dkS (E - £ (*,) - e (*r 2 )) 

( 2 tt ) J 

9{e(k l )-E F )d(e(k 2 )-E F ). (6.55) 

Ở đây, k = (ki — k 2 ) /2 là momentum chuyển động tương đối, đồng thời 
các momentum ki và k 2 cần được thay tương ứng bằng (K/2) + k và 
(K/2) - k. Hai hàm 0 dưới dấu tích phân ngụ ý rằng, cả hai electron trong 
cặp đều không thể chiếm các trạng thái với năng lượng thấp hơn Ep. Nếu 
nhiệt độ là hữu hạn thì tích hai hàm này sẽ được thay thế bằng (1 - / (e (kị ))) 
(1 — f (e (k 2 ))) với / (s:) là hàm phân bố Fermi. 

Nhìn vào (6.55) ta thấy, rõ ràng là sự có mặt của biển Fermi đã làm thay 
đổi hản dáng điệu của mật độ trạng thái không nhiễu loạn Pq{E). Do có 
biển này nên, theo (6.55), 

Pq (E: K) = 0 với E < 2 E F . (6.56) 

Trong khi đó, với cặp có K = 0 biểu thức (6.55) cho 

p fì (E-O) = ịp(E/2)0(E/2-E F ), 


( 6 . 57 ) 
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ở đây p(E/'2) là mật độ trạng thái tính trên đơn vị thể tích của một hạt 
không tương tác với năng lượng E/2 và định hướng spin đã cho. Trong giới 
hạn E —► 2E F S hệ thức (6.57) dần về 

P() (E; 0) E — 2E ^ — 0 - Pf, (6.58) 

với p F = p(E f ) là mật độ trạng thái tại năng lượng Fermi. 

Mặt khác, tất nhiên là với cặp có K Ỷ 0 


po (£; K) e _>2Ef + 0 ' 0 5 K Ỷ °- (6.59) 

Thành thử, chỉ với những cặp có K = 0, tức ki = — k 2 , mật độ trạng 
thái mới có gián đoạn p F / 2 (6.58) ờ E = 2 Ep. Với các cặp khác mật độ 
trạng thái liên tục tại 2 E F ((6.56) và (6.59)). Theo hình thức luận chung 
thảo luận ở hai tiết trên, một khi mật độ trạng thái có gián đoạn hữu hạn ở 
ngưỡng vùng thì một trạng thái liên kết sẽ được tạo thành cho dù cường độ 
nhiễu loạn nhỏ bao nhiêu chăng nữa. Năng lượng liên kết của trạng thái này 
là (6.41): 

Eo (0) = c exp (- 2/Vo p F a 3 ) , (6.60) 

(a là kích thước cùa hố thế). Với các cặp có K / 0, nếu có các trạng thái 
liên kết, thì năng lượng liên kết E B { K) của các trạng thái này đều nhỏ hơn 
ẼỊ 3 (0) (6.60). Một cách định tính, đây chính là bức tranh về các cặp Cooper 
(Cooper 1956) trong lý thuyết BCS. 

Ta cần nhấn mạnh rằng, trạng thái liên kết (6.60) là hệ quả của sự gián 
đoạn trong mật độ trạng thái đối với chuyển động tương đối của cặp hạt 
có K = 0. Sự gián đoạn này lại là hộ quả của sự tồn tại biển Fermi, làm 
cho các trạng thái cặp với năng lượng thấp hơn 2Ep là không cho phép. 
Vậy là, khi có mặt một tương tác hút, hệ các íermion sẽ đạt trạng thái vói 
năng lượng thấp nhất khi các hạt được ghép cặp hoàn toàn và mỗi cặp có 
momentum toàn phần K = 0. Và như vậy, ở trạng thái cơ bản, hệ các cặp 
trở nên ngưng đọng lượng tử (quantum condensation). Khi đó không thể có 
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các kích thích cặp độc lập. Các kích thích năng lượng thấp hoặc là liên quan 
với các íermion riêng rẽ của các cặp bị phá vỡ, hoặc là các thăng giáng mật 
độ tập thể. Trong điều kiện như vậy, theo Landau và Lifshitz (Landau and 
Lifshitz 1958), từ yêu cầu về bảo toàn năng lượng và momentum suy ra rằng, 
các kích thích cơ bản không thể xuất hiện ở các hệ "ngưng đọng" chuyển 
động chậm. Do đó, một hệ như vậy phải hoặc là siêu chảy (superíluid) hoặc 
là siêu dẫn (superconducting). 

Như vậy, chi bằng một mô hình đơn giản, ta đã đi đến bức tranh định 
tính về trạng thái siêu dẫn, liên quan với sự tạo thành các cặp Cooper, trong 
đó biểu thức (6.60) chính là khe năng lượng giữa trạng thái cơ bản và các 
trạng thái cặp kích thích. Tuy nhiên, về định lượng, giữa (6.60) và (6.51) có 
khác nhau ở hệ số 2 trong số mữ. Sự khác nhau này có thể lý giải nếu để 
ý rằng, trong thảo luận ở trên ta đã bỏ qua tính đồng nhất của các electron 
khi tách một electron ra khỏi biển các hạt khác và xem các hạt trong biển là 
hoàn toàn thụ động, chỉ đóng vai trò bảo đảm cho nguyên lý Pauli không bị 
vi phạm. Thực ra, một electron trong biển có thể nhảy lên, bỏ lại đằng sau 
một "lỗ trống" và electron mà ta đang xem xét có thể nhảy vào lỗ trống này. 
hai electron đánh đổi vai trò cho nhau! Ta gọi quá trình này là "gián tiếp", 
còn quá trình tương ứng với (6.60) là "trực tiếp". Đối với các cặp Cooper 
(K = 0), quá trình gián tiếp là quá trình hai electron nào đó trong biển Fermi 
nhảy lên các mức nào đó, để lại hai lỗ trống cho cặp electron mà ta đang xem 
xét nhảy vào. Quá trình này cho đóng góp vào mật độ trạng thái cặp một 
lượng bằng (1/2) p (E/2) / (E/2) f (E/ 2). Phụ phần này vào mật độ trạng 
thái ứng với quá trình trực tiếp: (1/2) p (E/2 ) (1 - / (E/2 )) (1 - / (E/2 )) 
ta được mật độ trạng thái toàn phần: 

p o (E;0) = ịp(E/2)(l-f(E/2)). (6.6!) 

Mật độ này có gián đoạn p F (thay cho (1/2) p F ở (6.58)), và năng lượng 
liên kết tương ứng sẽ là oc exp (- 1/Vo p F á Ầ ), phù hợp với (6.51) (chi tiết 
hơn, có thể xem Economou 1983). 

Ta chuyển sang đánh giá nhiệt độ tới hạn của trạng thái siêu dẫn. Đó 
chính là nhiệt độ cần thiết để trạng thái liên kết có thể xuất hiện. 
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Sử dụng hệ thức giữa mật độ trang thái và hàm Green (2.23): 

G’o(E: 0 ) = Ị dE' P dE3ì . (6.62) 

ta có thê’ tính hàm Green bằng cách thay vào đây Po [E'\ 0) (6.61 ). Các cận 
tích phân ở đây là 2 E F - 2 huj D và 2 E F + 2 hưjp, vì chỉ trong khoảng này 
của năng lượng cặp, thế tương tác hút mới khác không (uj D là tần số Debye). 
Thay (6.61) vào (6.62), tính tích phân với hai cận vừa nêu trên, gần đúng 
xem p (E/ 2) « p F và huỉp/ksT » 1, ta có: 

Go (2 Ep\ 0 ) = -Pf ln (2 húJ D /ĩĩk B T ). (6.63) 

trong đó 7 « 0.577 là hàng số Euler. 

Đạt (6.63) vào phương trình xác định trạng thái liên kết (6.7), ta có 

G() (2Ep\ 0) = 1/Vo- (6.64) 

Phương trình (6.64) có lời giải ở mọi T < r c , với 

Tc = ~r ex P (~ 1 ỈPf Vo o ằ ) • (6.65) 

TT k B K 

Nhiệt độ T c (6.65) chính là nhiệt độ tới hạn để xuất hiện siêu dẫn, nhận 
được trong mô hình đơn giản một cạp với thế hút (6.53). Điều đáng nói là 
(6.65) trùng tốt với kết quả của lý thuyết nhiều hạt BCS (6.52). 

Cuối cùng, ta bàn luận thêm về bản chất của thế hút Vo. Rõ ràng là, 
nơi duy nhất ta có thể tìm nguồn gốc của thế hút là môi trường phân cực 
xung quanh cạp electron. Ta có thể giả thiết ràng, tương tác hút V giữa hai 
electron tỷ lệ vói tương tác của mỗi electron với môi trường phân cực, v e - my 
và đồng thời tỷ lệ với khả năng phân cực của môi trường: 

V ~ I v e . m ị 2 /fìuỉ m , (6.66) 

Ở đây, khả năng phân cực của môi trường được xem là tỷ lệ nghịch với tần 
SỐ riêng điển hình của nó, uj m . Với đa phần các hệ siêu dẫn trong thực tế, 
môi trường phân cực là các mạng ion, và do đó, thế V e -m không phải gì 
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khác mà chính là tương tác electron-phonon, V e - v h* còn Lư m chính là tần số 
phonon điển hình, có thể lấy bằng tần số Debye Lư D . Để ý là, v e -ph phụ 
thuộc vào momentum của mỗi electron, nên đại lượng \v c -m\ 2 — ịVe-phị 2 
trong (6.66) cần được lấy trung bình trên bề mặt Fermi: (về-ph)- Ngoài ra, 
tham gia vào (6.66) thực ra không chi có một tần số mạng, mà là một miền 
tần số với phân bố đặc trưng F (lư) nào đó. Tổng hợp các thảo luận trên, ta 
viết thế tương tác (6.66) dưới dạng 

V ~ í dui F H . (6.67) 

J nu 

Ngoài ra, ta cũng có thể biểu diễn đại lượng Ư — p F \ r 0 a 3 = p F f Vdr 
trong số mũ của T c (6.65) dưới dạng 

V = p F JdwF(*)± Ị ( vỉ_ ph )dr 

= 2 j duìF (u))^—(6 .68) 
với a 2 (u) = (p F /2h) J dr (V e 2 _ ph ). 

Từ các kết quả (6.67) và (6.68) ta có một số nhận xét. Một là, theo 
(6.67), tương tác V tỷ lệ với ( vỉ-ph )» tron g khi chính Vc-ph lại mô tả tán 
xạ của electron lên mạng tinh thể nguyên nhân gây ra điện trở của kim loại. 
Vậy, ta có thể dự đoán: kim loại có điện trở suất ở nhiệt đô phòng càng 
cao, càng dễ trở thành siêu dẫn. Hai là, theo (6.67) thì kim loại nào càng có 
nhiều phonon tần số thấp, thế V càng lớn. Vì các kim loại mềm (soft), kém 
ổn định, thường có L 0 thấp, nhận xét trên dự đoán: các kim loại mềm, kém 
Ổn định dễ trở thành siêu dẫn hơn. 

Điều đáng nói là, cả hai dự đoán trên đều phù hợp với những gì quan sát 
được ở các hộ thực. Các vật liệu có T c cao thường kém bền vững về cấu trúc. 
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Thảo luận bổ sung và bài tập 

B6.1 Bài toán Kondo. Ớ hầu hết các kim loại, điện trờ giảm khi hạ nhiệt độ. 
Điều này liên quan với sự giảm biên độ dao động nhiệt của các ion 
nút mạng. Nhưng ờ một số kim loại có chứa các tạp từ, ở nhiệt độ đủ 
thấp, điện trở lại tăng khi hạ nhiệt độ. Kondo (Kondo 1964) xem xét 
hệ các electron không tương tác, tán xạ spin với các moment từ địa 
phương (tạp) và đã phát hiện rằng, những đóng góp bậc hai của tán 
xạ vào điện trở quả là tăng (theo dạng logarit) khi nhiệt độ T giảm. 
Trong sự phụ thuộc của điện trở vào nhiệt độ có một cực điểm tại 
T = T m : với T ;» r rn , điện trở tăng cùng với T; với T < T m , điện 
trở tăng khi T giảm. Cực tiểu như vậy đã quan sát thấy ở nhiều kim 
loại như Cu, Ag, Au, Mg, Zn với tạp Cr, Mn, Fe, Mo hay Re. Hiện 
tượng điện trở tăng khi T giảm như vậy có thể hiểu được trong khuôn 
khổ mô hình tán xạ đơn tạp bằng cách hoàn toàn tương tự như với bài 
toán siêu dẫn ở tiết 6.3. 

Giả sử rằng, tại nút 1 có một moment từ địa phương (tạp từ) với thế 
tán xạ dạng 

Hi = -J(\n)s + (n\ + \n)s-(ii\ + 

|ZT>S t <lT|-|/ l)S,ụi\). 

Ở đây mũi tên chỉ phương của spin electron; s + - Sx ~ t - ỉlSy, S— - 

s x - iSy, và s z là các thành phần của moment spin địa phương (tạp); 
J là hằng số tương tác (xem tiết 8.1). 

Như vậy, về bản chất ta có bài toán tương tác của electron với tâm 
tạp. Mật độ trạng thái không nhiễu loạn là 2/0 (1 — /). Mật độ này có 
gián đoạn 2 p F và do đó có trạng thái hên kết. Nếu J < 0 (phản sắt 
từ), thì năng lượng liên kết của trạng thái này là 

Eb = c exp(- l/2\J\p F ). 

Tương tự như việc đánh giá T c trong bài toán siêu dẫn, ta cũng có thể 
chỉ ra rằng, trạng thái hên kết chi xuất hiện ở nhiệt áộT <T k vói 

_ 2e 7 D 

= -y — exp (-1/2| j\p F ), 

7Ĩ k B 
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trong đó D liên quan với cận tích phân (đóng vai trò như hw D ở T c 
(6.65)). Nhiệt độ Tk gọi là nhiệt độ Kondo, có thể có giá trị nàm trên 
một dải rộng 10 -3 -ĩ- 10 3 I<y tùy vật liệu. Nhiệt độ Kondo là nhiệt độ 
ở đó hiệu ứng Kondo đối với sự phụ thuộc nhiệt độ của điện trở trở 
nên quan trọng. Điều đáng nói là các kết quả về Eb, Tk-y đánh giá một 
cách đơn giản ở trên, phù hợp tốt với kết quả tương ứng của lý thuyết 
nhiều hạt (xem, chẳng hạn, Mahan 2000). 

B6.2 Sử dụng hàm Green không nhiễu loạn dạng (5.30) 


Go(I, I; 17) = 2^1n 


V - £ọ + B 
ĩ) - £ 0 - B 


và mật độ trạng thái tương ứng (5.31) 


Po(I; E) = Eo{B-\E-e 0 \), 


hãy tính mật độ trạng thái nhiễu loạn p (1; E) cho mạng vuông trong 
mô hình liên kết mạnh vói tán xạ đơn tạp. Thảo luận dáng điêu của 
p (1; E) ở những giá trị khác nhau của cường đô nhiễu loạn \e\. 



Chương 7 

Các hệ không trật tự 


Trong vài chục năm gần đây, các hệ ngưng đọng không trật tự đã trờ 
thành đối tượng nghiên cứu rất hấp dẫn. Điều này không chỉ liên quan đến 
khả năng ứng dụng to lớn của chúng, mà còn vì, thực ra, hầu hết các đối 
tượng ta gặp hàng ngày đều là "không trật tự", trong khi các cấu trúc tinh 
thể hoàn hảo thường chỉ là các hệ lý tưởng. Trong vật lý, khái niệm "hệ 
không trật tự" bao hàm một diện rộng các vật liệu như kim loại hay bán 
dẫn pha tạp, kim loại lỏng, vật liệu vô định hình, vật liệu xốp, composite, 
gốm... (Ziman 1979). Trong các hệ không trật tự, do không còn đốỉ xứng 
dịch chuyển, tất cả những đặc trưng vật lý là hệ quả của tính chất này (bức 
tranh giả hạt với momentum và định luật tán sắc, cấu trúc vùng đơn giản, va 
chạm và phương trình Boltzmann...) đều trở nên thiếu cơ sở. Các trạng thái 
định xứ trở nên quan trọng (nhất là trong các hệ thấp chiều). Các hiệu ứng 
tương quan (coưelation) trở nên không thể bỏ qua (Mott and Davis 1979; 
Lifshitz et aL 1979), Tuy nhiên, cũng như trong vật lý các cấu trúc tinh thể 
lý tưởng, trong vật lý các hệ không trật tự, gần đúng một hạt vẫn đóng vai 
trò cơ sở, dẫn đến một loạt các khái niệm cơ bản, cho phép dự đoán nhiều 
đặc trưng quan trọng. Giới hạn ở gần đúng một hạt và chỉ ở các hệ với các 
yếu tố mất trật tự điểm, phân bố ngẫu nhiên đều, nôi dung của chương này 
tập trung chủ yếu vào việc xem xét độ dẫn điện trong sự phụ thuộc vào mức 
đô mất trật tự của hệ. 

7.1 Bài toán nhiều tâm tạp 

vẫn tiếp tục mô hình mạng như ở chương trước, nhưng bây giờ ta quan 
tâm đến trường hợp, khi trong hệ có khóng phải một, mà là một số lớn tâm 
tạp sắp xếp một cách ngẫu nhiên. Ví dụ đơn giản là hợp chất hai thành phần 


171 



172 


Chương 7. Các hệ không trật tự 


(binary mixture) A x B 1_ T , trong đó một phần X các nút có nguyên tử loại A 
với năng lượng nút £a, phần 1 — X các nút còn lại có nguyên tử loại B với 
năng lượng nút £b- Ta không biết chính xác nút nào có nguyên tử loại /1, 
nút nào có nguyên tử loại B , mà chỉ có thể nói về xác suất để có một cấu 
hình nguyên tử nút mạng nào đó. Và như vậy, ta gặp một hệ ngẫu nhiên về 
cấu trúc - một hệ khồng trật tự. Ta khỏng biết chính xác Hamiltonian của 
hệ, mà chỉ biết phân bố xác suất các yếu tố ma trận của nó. Chẳng hạn, 
trong ví dụ hợp chất hai thành phần ở trên, nếu khồng có tương quan nào 
giữa các nút, thì năng lượng nút £ n tại nút 77 bất kỳ sẽ tuân theo phân bố: 

p(e») = £0(6!, - e A ) + (1 - x)ỗ(e n - e D ). (7.1) 

Và, phân bố xác suất của một cấu hình nút { A B} là 

í’({£n}) = np( e '-)- (7.2) 


Trong các hệ ngẫu nhiên, điều ta quan tâm khỏng phải là giá trị của các 
đại lượng vật lý tính cho một cấu hình cụ thể nào, mà là giá trị trung bình 
của chúng lấy theo tất cả các cấu hình có thể. Chẳng hạn, ta sẽ quan tâm 
đến giá trị trung bình của hàm Green G: 

(G) = Ị d{e n }P{{e n })G . (13) 

Mỗi hàm Green G, tính cho một cấu hình tạp cụ thể, khỏng thể dùng để mô 
tả các tính chất vĩ mô của hệ. Chỉ có trung bình của hàm Green (7.3) mới 
liên quan vói các đại lượng đo được trong các hệ vật lý thực. Hẳn là việc 
tính ( G) khỏng đơn giản, thậm chí nói chung khỏng thể tính chính xác, trừ 
một số trường hợp riêng, khi p (£ n ) có dạng đơn giản, thích hợp. Các dạng 
phân bố p (En) đơn giản thường gặp nhất là: phân bố hai thành phần (7.1), 
phân bố chữ nhật (đều): 


í 1 /w nếu |£ n | < W/2 
{ 0 nếu |e n | > W/2 , 


(7.4) 


và phân bố Lorentz: 


PO n) = 


1 1 

nỉị + F 2 


(7.5) 
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Ớ đây, ir hay r là các tham số vật lý cúa bài toán. 

Cũng cần nói thêm rằng, mô hình đang thảo luận là đơn giản nhất trong 
các mô hình hệ không trật tự. Ngay cả vẫn trong khuôn khổ liên kết mạnh, 
thì cũng còn nhiều yếu tố đã được đơn giản hóa. Chẳng hạn, các yếu tố ma 
trận không chéo V 13 trong Hamiltonian (5.4) cũng có thể là biến ngẫu nhiên 
(off diagonal disorder), hay có thể tồn tại tương quan gần giữa các nút lân 
cận (£ r , phụ thuộc vào trạng thái của các nút xung quanh). Dù mô hình đang 
khảo sát là rất đơn giản, việc tính trung bình của hàm Green ( G ) vẫn không 
phải là bài toán tầm thường, đòi hỏi phải có các phương pháp gần đúng thích 
hợp. 

Nói chung, các phương pháp gần đúng tính (G) trình bày dưới đây đều 
dựa trên các hệ thức cơ bản giữa G, T với Hu Go, như (4.14) 


G — Go + GqTGq , 


hay (4.4): 


G — G 0 + GqHiG . 

Trung bình hai vế các hệ thức này cho: 

(G) = Go + Go (T) Go , (7.6) 

hay 

(G) = Go + Go {Hi G) . (7.7) 

Các hệ thức trên ngụ ý là việc tính (G) có thể quy về tính (T) hay {H\G). 


7.2 Các gần đúng cơ bản 

7.2.1 Gần đúng tinh thể thực 

Gần đúng tinh thể thực (Virtual Crystal Approximation - VCA) dựa trên 
hệ thức (7.7) và bản chất của nó là bỏ qua tương quan giữa H\ và G, xem 
ựHi G) = {Hì) (G). Khi đó, hệ thức (7.7) chuyển thành 


(G) — Go + Go (H\) (G ). 


(7.8) 
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Ở đây, trung bình của nhiễu loạn 

= = = (7 - 9) 

í p 

Dấu bằng cuối cùng trong (7.9) suy ra từ tính đồng nhất vĩ mô của hệ, khi 
đó, (Ee) không phụ thuộc vào 1. Ký hiệu (eị) = £ (năng lượng riêng), từ 
(7.8) và (7.9) suy ra 


(G(E)) = Go + G 0 Z(G(E)) , 
hay 

<;l0> 

ở đây, ta đã thay Go = (E - HqỴ 1 . vì Ho + £ = Ho + (Hì) = ( H ), ta 
viết lại {G{E)) dưới dạng 


( G ^ = Ẽ^W)- (7 -"> 

Vế phải của hệ thức này có dạng hàm Green của một hệ mô tả bằng Hamil- 
tonian (H). Đây là một Hamiltonian tuần hoàn nhận được từ H của hệ khảo 
sát bằng cách thay thế Ee ờ tất cả các nút mạng bằng một thế trung bình 
£ = (e e ). Ví dụ, vói hệ hai thành phần (7.1) thì £ = xe A + (1 — x)eb- 

Như vậy, trong gần đúng tinh thể thực, trung bình của hàm Green được 
tính bàng hàm Green của Hamiltonian tuần hoàn tương ứng. Hệ quả là 
(G (E)) có tính chất như hàm Green của một mạng lý tưởng, và do đó 
không thể cho các mức gián đoạn (như trong chương 6). Đó cũng là lý do 
của tên gọi "gần đúng tinh thể thực". Mặc dù gần đúng này làm mất thông 
tin về các trạng thái gián đoạn, nó vẫn rất hữu ích để nghiên cứu phân bố 
năng lượng bên trong vùng liên tục. Chẳng hạn, nó mô tả rất tốt sự phụ 
thuộc của mật độ trạng thái vào nồng độ tạp, cho lời giải hoàn toàn chính 
xác trong trường hợp hệ hai thành phần. Ngoài ra, vì VCA là rất đơn giản 
nên rất hay được sử dụng làm gần đúng bậc không trong các phương pháp 
gần đúng phức tạp hơn. 
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7.2,2 Gân đúng T -matrận trung bình 

Gần đúng r-matrận trung bình (Average r-matrix Approximation - 
ATA) dựa trên hệ thức (7.6), trong đó (T) là trung bình T-matrận của một 
hệ nhiều tâm tán xạ với 77 1 = y^7i7. Nói chung T là hàm phức tạp của 
các Ể£-matrận: 

T = f(te). (7.12) 

trong đó tc là T-matrận trong bài toán với chỉ một tâm tán xạ ở nút i (xem 
6.5) 

t e = e e /(ì-c e G 0 (ỉ. /)) . (7.13) 

Gần đúng cơ bản trong ATA là xem 

(' T) = f((ti )). (7.14) 

trong đó f (x) là chính dạng hàm số ở (7.12), còn (te) được xác định bằng 
(ti) = £/(l-£G 0 (/. /)), (7.15) 

với £ = 11) £ (1| = Hip. Như vậy về bản chất, ATA xem (T) chính là 

T-matrận của bài toán, trong đó Hamiltonian nhiễu loạn 77 1 được thay bàng 
Hamiltonian tuần hoàn 77i p : T = T p — £/ (1 — £G 0 ). Thay (T) trong 
(7.6) bằng Tp, ta được 

(G) = Go (l + = (E - Ho — E)- 1 = Go (E - E) . (7.16) 

Trong biến đổi trên, ta đã sử dụng Go (E) = (E - 77 0 ) _1 và xem yếu tố 

chéo của 77o là gốc tính năng lượng. Như vậy, trong gần đúng T -matrận 
trung bình, đại lượng (G (E)) được tính bằng chính Go nhưng ở năng lượng 
E - £. "Năng lượng riêng" £ được xác định bằng (7.15): 

£ = (í,>/(l + (í ể >Go(l,l)) . (7.17) 

Chẳng hạn, với mô hình hai thành phần thì (te) = xt A + (1 — x)t B , trong 
dó t A {B) — £a(b)/ (l — £a{B)Go)- 

Trong giới hạn tán xạ yếu Ee —► 0, giữ lại số hạng bậc thấp nhất, (7.17) 
cho £ —► (Éị) Gq (1, 1). Đây là một kết quả chính xác. Nói chung, ATA là 
một gần đúng tốt trong trường hợp mật đô tạp là thấp. 
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7.2 3 Gần đúng thế kết hựp 

Trở lại hệ thức G = Go + GoHìGy viết lại được dưới dạng G^G = 
1 + 7-^1 G. Với "năng lượng riêng" £ bất kỳ, từ đây ta có: 

(Gõ 1 -t)G= 1 + (7G -£)G. (7.18) 

Nội dung của gần đúng thế kết hợp (Coherent Potential Approximation - 
CPA) là tìm £ sao cho 


Gõ 1 - £ = G;' = (G)-' . (7.19) 

Khi-đó, (7.18) trở thành 

G = Gp + Gp (H\ - £) G. (7.20) 

Ta thấy, (7.19) ngụ ý, Gp là hàm Green tương ứng vói Go và năng lượng riêng 
£. Còn, (7.20) ngụ ý, Gp là hàm Green "không nhiễu loạn" và (H\ - £) là 
nhiễu loạn. Khi đó, tương tự (7.6) ta có thể viết: 

(G) = Gp + Gp (T) Gp = Gp, (7.21) 

trong đó T là T-matrận tương ứng vói Gp và nhiễu loạn (Hì - £). Dấu 
bàng thứ hai trong (7.21) chính là do định nghĩa (7.19). Đẳng thức (7.21) 
đổng nghĩa với 

(T) = 0. (7.22) 

Đây chính là phương trình xác định năng lượng riêng £. Biết £, ta sẽ tính 
được (G) theo (7.19): 

(G(E))=G P =(G 0 (£)- 1 -E)“ 1 =G 0 (£-E) . (7.23) 

Hệ thức này có dạng trùng vói (7.16), nhưng bây giờ £ là lời giải của (7.22). 

Trong thực tế, trừ số ít trường hợp đơn giản, nói chung, việc giải (7.22) 
là rất phức tạp, vì T là hàm phức tạp của ti đối với bài toán một tạp tại nút 
1. Để khác phục khó khăn này người ta thường phải chấp nhận thay cho 
(7.22), tìm £ từ phương trình 


(te) = 0 . 


( 7 . 24 ) 
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Ở đây, L( là T -matrận của bài toán tán xạ đơn tạp ở nút 1 với nhiễu loạn 
H\ - nghĩa là: 


f, = (e,-£)/(l-fa-£)ơo (1, 1)). 

Chú ý là, ở khắp nơi trong tiết này, để tránh phức tạp không cần thiết, các 
năng lượng £( đều được tính từ yếu tố chéo của Hamiltonian tuần hoàn Ho. 

Về bản chất, CPA kết hợp hai ý tưởng: một là thay hệ ngẫu nhiên bằng 
một hệ hiệu dụng sao cho trung bình hàm Green (G) của hệ ngẫu nhiên 
bằng hàm Green Gp của hệ hiệu dụng tuần hoàn; và hai là, hệ hiệu dụng 
được xác định bàng yêu cầu tự hợp, đòi hỏi thăng giáng của đại lượng vật 
lý đo trong hệ ngẫu nhiên xung quanh giá trị tương ứng của đại lượng đó 
trong hệ hiệu dụng phải bằng không ((T) = 0). Yêu cầu này dẫn tới những 
hạn chế nhất định của CPA. 

Nói chung CPA là gần đúng tốt cho một diện rộng các bài toán. Nó cho 
lại kết quả chính xác ở giới hạn mạng lý tưởng và là gần đúng tốt trong 
trường hợp mật độ tạp thấp hay độ rộng miền hẹp. Tuy nhiên, do yêu cầu 
vể thăng giáng vừa nêu trên, trong khi CPA thường áp dụng tốt cho các bài 
toán ba chiều, nó lại là gần đúng khồng tốt cho các bài toán một chiều vì 
trong các hệ một chiểu thăng giáng luôn là rất quan trọng. Cũng chính thăng 
giáng dẫn đến sự định xứ các trạng thái ở đuôi của vùng, ở biên của các cấu 
trúc đám... nên với các hệ loại như vậy, CPA cũng không phải là gần đúng 
đáng tin cậy. 


7.3 Hàm Green và cỏng thức độ dẫn điện Kubo 

Khái niệm về độ dẫn điện đã được trình bày ở tiết l .4, ở đó cũng đã thảo 
luận vì sao với các hệ không trật tự hình thức luận Boltzmann không còn sử 
dụng được và ta phải dùng cống thức Kubo. Mục đích của tiết này là dẫn ra 
cống thức Kubo một cách chi tiết và biểu diễn nó qua hàm Green. 

Tenxơ độ dẫn điện được định nghĩa bằng hệ thức (1.43): 

J a (r, t) = [ dí 

J 0 


' J dr'ơ a p (r, r'; t - t') Eđ (r', t'). 


(7.25) 
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Vì trong các vật rắn độ dẫn thường chỉ phụ thuộc vào (r - r'), ơ aí 3 ( r y) = 
ơ aị3 (r - r.'), nên bằng biến đổi Fourier, định nghĩa (7.25) cũng cho dạng 
phụ thuộc tần số và momentum của độ dẫn ơ a (3 (q, uẠ Tần số Lú được xác 
định trong biểu thức của điện trường 

£a (r, 0 = E a exp (i (qr - Lut)) . (7.26) 

Công thức độ dẫn điện Kubo đối với ơ n 0 (q. lu) nhận được trong khuôn 
khổ lý thuyết phản ứng tuyến tính. Hamiltonian của hạt mang điện tích e 
trong điện trường (7.26) có thể viết dưới dạng H = Ho + //], trong đó Hi 
mô tả tương tác giữa hạt mang điện và điện trường: 

Hi = - J drj a (r, t) (r, í). (7.27) 

vci A (r, t) là thế vectơ của trường: 

A a (r, t) = --£ a (r, í). (7.28) 

LU 

Thay S a (r, t) ờ (7.26) vào (7.28), rồi thay A a (r, t) nhận được vào (7.27), 
lấy tích phân theo r, ta được Hu biểu diễn qua biến đổi Fourier j a ( q) của 
toán tử mật độ dòng 


H^-^ịq.^Eae-^ 1 . (7.29) 

LU 

Khi viết (7.27) và (7.28) ta đã chọn điều kiện gauge dạng Coulomb (Coulomb 
gauge): VA = 0 và thế vô hướng bằng không, đồng thời bỏ qua các số 
hạng bậc cao của A (gần đúng tuyến tính). Ở đây, cần phân biệt hai ký hiệu: 
J (r, t) trong (7.25) là mật độ dòng điện gây bởi điện trường (đo trong các 
thí nghiệm), còn j (r) trong (7.27) là toán tử mật độ dòng có mặt trong 
Hamiltonian. Theo định nghĩa, mật độ dòng điện (đo được) chính là số đo 
giá trị vận tốc trung bình cua hạt tải: 
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Trong trường ngoài với thế vectơ A: 

v,= m ^ P ' “ pA ( r '^ • 

Ỏ đây, cũng như trong (7.27) và (7.28), ta đặt vận tốc ánh sáng c = 1. Thay 
Vj nhận được vào (7.30), ta có 

Ja(r ' í} = ĩầi ^ <p,a> ~^ã ^ Aa(r,) - 

l l 

Thay p qua toán tử mật độ dòng j = ep/m và A qua E theo hệ thức (7.28), 
kết quả cho 

J a (r, t) = Oa (r, 0) + i £« (r, t). (7.31) 

muJ 

Biểu thức nhận được gồm hai phần: phần đã rõ Ja D) = (ine 2 Ịmuj) S a (r. t) 
và phần còn phải tính JÍ P) = Oa (r, t))- 

Ta viết lại Ja P * trong biểu diễn Heisenberg (3.2): 

J ( a p) = (ĩp\ e l{H(ì+ni)t j a (r) e -«Wo+Wi )/1 ^ ? (7.32) 

trong đó I 0) là trạng thái cơ bản của H . Sử dụng toán tử tiến hóa (3.9), ta 
viết lại (7.32) dưới dạng 

J(f) = (01 ư + (í) e iHũt j a (r) e~ inữt ư ( t ) I ĩP) . (7.33) 

Chuyển sang biểu diễn tương tác, ja (r, t) — e mữi ja (r) e~ inot \ u ( t ) có 
dạng (3.14) và theo (3.19) I 0) = s (0, - 00 ) I), trong đó I) là trạng thái cơ 
bản của Ho. Kết hợp các điều này với chú ý đến biểu thức s (t, t') (3.18), 
ta thấy ngay ràng biểu thức (7.33) có thể viết lại thành 

J [ a p) (r, t) = (I s + (t, - 00 ) j a (r, t) S(t, - 00 ) I). (7.34) 


Tiếp theo, trong khuôn khổ lý thuyết phản ứng tuyến tính, ta không cần 
phải khai triển đầy đủ S-matrận, mà chỉ dừng lại ở số hạng bậc 1 theo H\\ 


S(*.-oo)|) = 


I )+0(H 1 ) ĩ 


-ỉ Ị dt f Hìự) I)- 

d —00 

(I s + (í, — 00 ) = (I [l + i / dưHiự) +0(H Ì ) 2 
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Thay hai biểu thức khai triển này vào (7.34) và cũng giữ lại chỉ đến số hạng 
tuyến tính theo Hu ta có: 

J ì p) (r. í) = <1 {ia (r, í) - i Ị dt' [j„ (r, í) Hi ự) 

-Hi Ự) ja (r, 0]} l> ' 

Vì khi không có điện trường ngoài thì dòng trung bình bằng không, nên số 
hạng ngoài tích phân (I ja (r, t) I) = 0 , và ta còn lại 

4 P) (r,t) = -i Ị' dt;(\ [ị„ (r, t), Wi (í')l I) . 

Với H\ lấy từ (7.29), giao hoán tử dưới dấu tích phân biến đổi thành 

Ịja (r, t) , Hi (í')l = ^ Eff e- mt ' [j a (r, í), in (q, í')] 

= - 7 - £p (r, t) Ịj a (r, t) , j 0 (q, í')]. 

LÚ 


Và, do đó 


JÍ P) (r, í) = (r, t) e ,qr í dt' e ,u,<( f) (I ịj a (r, í), ù (q, í')] 1 ) . 

V 7-00 

Đây chính là đại lượng Ja P) — Oa (r, t)) mà ta cần tìm. Thay kết quả nhận 
được trở lại (7.31) và viết mật độ dòng tổng cộng dưới dạng 


J a (r, t) = + J‘ D > = (r, í), 


ta sẽ có 

Eo* = V iqr f dí' (I [j a (r, í), Ã, (q, í')] I) + i ■ 

u 7-00 muj 

Mặc dù đại lượng này đúng là hệ số trong phụ thuộc tuyến tính của mật độ 
dòng điện vào cường độ điện trường, nhưng nó chưa phải là độ dẫn điện. 
Để nhận được độ dẫn điện ơ a 0 ta phải lấy trung bình theo vị trí r. 
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l/íĩ f dr £ a 0 (r). Trong biểu thức của chỉ có hai thừa số phụ thuộc I\ 
khi lấy tích phân chúng ghép lại thành: 

Ị íừe“' qr j a (r. t) = J a (- q, í) = j+ (q. t). 

Bằng lấy trung binh như vậy, cuối cùng, ta nhận được công thức độ dẫn điện 
Kubo: 

(q,^) = dt ' Ê ' w(í ” <,) (I [j« (q> t) ’b (q.0] I) 

+ i ^5 aữ . (7.35) 

Công thức này nhận được trong khuôn khổ lý thuyết phản ứng tuyến tính, 
mà cơ sở của nó là định lý tiêu tán - thăng giáng (íluctuation-dissipation 
theorem). Hạt nhân của công thức Kubo là một hàm kết hợp mật độ dòng 
- mật độ dòng. Định lý tiêu tán thăng giáng cho hệ thức giữa tiêu tán năng 
lượng của hạt khi có trường ngoài và thăng giáng của mật độ dòng. Trong 
khi tiêu tán năng lượng cho phép xác định mật độ dòng điện, thăng giáng 
mô tả bằng hàm kết hợp. Kết quả là, độ dẫn điện được biểu diễn qua hàm 
kết hợp mật độ dòng - mật độ dòng như trong (7.35). 

Bởi vì hàm kết hợp nàm dưới dấu tích phân trong (7.35) phụ thuộc chỉ 
vào (t - t'), bằng dịch biến thời gian (t - t') —► u công thức Kubo (7.35) 
có thể viết lại dưới dạng 

1 poo TIẼ^ 

{q , w ) = / dt e’"* (I [Ja (9. t).b (9.0)] I) + i ■ (7.36) 

Công thức Kubo (7.35) hay (7.36) cho độ dẫn điện ở nhiệt độ không, trong 
đó I) là trạng thái cơ bản của Hamiltonian H (bao gồm tất cả các tương 
tác có thể, trừ H\ liên quan vói điện trường). Trong khi số hạng thứ hai ở 
vế phải của các công thức này tương ứng với phản ứng trực tiếp của hệ đối 
với thế vectơ của trường (dòng dịch chuyển), thì số hạng đầu là phản ứng 
do tương quan dòng-dòng. Biểu thức tương quan dòng-dòng tương ứng với 
một hàm Green trễ hai hạt, một hàm truyền electron - lỗ trống, có thể mô 
tả bằng các giản đồ trên hình 7.1. 
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Hình 7.1: Các giản đồ đóng góp vào độ dần điện Kubo khi có tán xạ tạp chất. 

Giản đồ (a) mô tả quá trình, trong đó một cặp electron - lỗ trống được sinh 
ra tại một thời điểm nào đó, truyền đi một cách độc lập với nhau, và tái hợp 
lại ở một thời điểm khác. Trong quá trình truyền đi, mỗi hạt có thể độc lập 
tán xạ lên các tâm tạp. Và, như vậy, mỗi đường trên giản đồ này tương ứng 
với một hàm Green một hạt tán xạ tạp chất. Giản đồ (b) mô tả quá trình khi 
có tương quan giữa electron và lỗ trống trong quá trình tán xạ với tạp. 

7.4 Tính độ dẫn điện Kubo 

Trong tiết này ta sẽ lần lượt tính đóng góp của các giản đồ trên hình 7.1 
vào độ dẫn điện cho trường hợp hạt tán xạ với các tạp chất phân bố hoàn 
toàn ngẫu nhiên. 

7.4.1 Tán xạ tạp chất 

Tán xạ của electron lên tâm tạp cho đóng góp vào độ dẫn điện. Mỗi tâm 
tạp tạo một thế Coulomb tác dụng tầm xa. Trong các hệ thực, do hiệu ứng 
chắn, bán kính tác dụng của các thế này bị cắt ngắn lại, bảo đảm sự hội tụ 
cho các tích phân của thế tạp: 

Vi = /drV^(r-R_,) n(r) 

J 3 

= (7-37) 

Ở đây Rj là vị trí tâm tạp, hàm delta ỏss' liên quan với bảo toàn spin của 
hạt. Do tán xạ, electron (hay lỗ trống) chuyển từ một trạng thái sóng phảng 
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này sang một trạng thái sóng phảng khấc. Ta bỏ qua sự thay đổi có thể của 
trạng thái lõi tạp và do đó ảnh hưởng ngược lại có thể của sự thay đổi này 
lên quá trình tán xạ. 

Khi tính hàm Green của hạt với thế tương tác (7.37), ta phải khai triển 
S-matrận (4.49): 

s (t, t') = T exp ị Ị dtiVj (ti) 

Với dạng thế Vị (7.37), ở số mũ của các số hạng trong khai triển S-matrận, 
nói chung, có một đại lượng trung bình dạng: 

fn (qi,q 2 i • • • ,qj = ^^exp(zqiR! + zq 2 R 2 + •.. + zq n R n )^ , 

ở đây trung bình lấy theo các cấu hình vị trí không gian có thể của tạp. Ta 
thường giả thiết rằng, tạp phân bố hoàn toàn ngẫu nhiên trong không gian. 
Khi đó, trung bình theo cấu hình tạp có thể thực hiện bàng phương pháp 
do Kohn và Luttinger đề xuất (Kohn and Luttinger 1957). Để hiểu phương 
pháp này, ta bắt đầu từ trường hợp 71=1: 


/ì (q) = 



= N ,ỉ q . 


(7.38) 


Kết quả này là rõ ràng vì vói R j hoàn toàn ngẫu nhiên, /i (q) chỉ khác 
không và bằng số tâm tạp Nị nếu q = 0. Xét trường hợp 71 = 2, ta có: 

/2 (qi, Q 2 > = ^^exp(zqiR £ + zq 2 R m ) 

= ( exp ( qi + q 2) + exp ( iq i R * + *q2R™) 

\l=m l^m 


SỐ hạng thứ nhất chính là /1 (q) với q = qi + q 2 , còn số hạng thứ hai chỉ 
khác không khi qi = 0 và q 2 = 0, và khi đó số hạng này bằng số số hạng 
có trong tổng Nị (NJ — 1). Kết quả là: 


/2 (qi, q2) — Nịỏ qi+q 2 + Nj (Nj — 1) ổ qi ốq 2 . (7.39) 
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Các kết quả (7.38) và (7.39) có thể mở rộng cho trường hợp n bất kỳ: 


ỉn (qi, q 2 , •.., q n ) = Nj6 (Eq.) + 

N, (N, - 1) e4ỉ>V(x>) + Nj (Nj - 1) 

m V 1 / \7n + l / 

{Nj - 2) ố (Eq) ố (Eq) ố (Eq) + ... . (7.40) 

Ở các số hạng có tích của một số hàm ố (53 q)> ta phải lấy tất cả các tổ hợp 
có thể của phân bố q 1 trong các hàm delta. Ví dụ, vái n = 3, (7.40) cho: 

/3 (qi,q 2 ,q 3 ) = NỊỏ qi +Q2+q3 + N, (N, - 1) [<5 qi 

^Q2 + Q3 

+^q 2 ^q 1 + q 3 + ^q 3 ^qi + q 2 ] + Nj (Nj — 1) (Nj — 2) ^q!^q 2 ^q3- 

Trong các hệ thực vì Nị thường rất lớn, Nj > 10 10 , công thức (7.40) có thể 
gần đúng viết dưới dạng 

/„(qi,q 2 ,...,qn) = N,s (Eq) + N*6 (Eq) 5 (Eq) 

+ Nfs (Eq) s (Eq) s (Eq) + ... . (7.41) 

Mỗi số hạng trong tổng trên đều có dạng tích của các nhân tử Njô (Eq).. 
Nhân tử này có thể giải thích như tán xạ của hạt với một tạp đơn lẻ. Nhân 
tử ố (Eq) ngụ ý là momentum của hạt bảo toàn trong khi tán xạ. Tán xạ với 
một tâm tạp có thể mô tả chẳng hạn bằng hình 7.2a, ở đó ký hiệu <g> mô tả 
tạp; đường liền nét mô tả hạt, còn đường đứt nét mô tả tương tác V (q,). 
Bảo toàn momentum đòi hỏi qi + q 2 + q 3 = 0. Số hạng thứ hai trong (7.41) 
mô tả bằng các giản đồ trên hình 7.2b và 7.2c. Trong giản đồ trên hình 7.2 
(b) có hai đường tương tác cắt nhau. Giản đồ này cho đóng góp quan trọng 
khi mật độ tạp lớn. Trên hình 7.2c hai tán xạ độc lập với nhau. 

Bây giờ ta có thể viết biểu thức của hàm Green tán xạ tạp, chẳng hạn 
G r (k, k'). Trước hết, từ yêu cầu bảo toàn momentum trong tán xạ tạp vừa 
thảo luận ở trên, ta có ngay: 


G* (k, k') = <5kk'G fl (k). 


(7.42) 
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Hình 7.2: 


Ta biểu diễn tiếp G R (k) theo phương trình Dyson (4.71): 

G R (k)" 1 - G r (k)" 1 - E r (k) , (7.43) 

trong đó năng lượng riêng ĩl R ìằ tổng đóng góp của tất cả các giản đồ năng 
lượng riêng tối giản; G R (k) là hàm Green không tán xạ (3.33): 

G*(k) = (E-E(k)+ir h )- 1 . (7.44) 

Ta có thể viết 

Z R (k) = ơ eí (k) - irj e Ị (7.45) 

(chỉ số "eí" ngụ ý là do các tán xạ đàn hồi, elastic). Thay (7.44) và (7.45) 
vào (7.43) và (7.42), ta được 

G R (k, k') = ổkk- [E - ( E (k) + a el ) +i(n v + ĩìeiT 1 ■ (7.46) 

Ý nghĩa của từng số hạng trong năng lượng riêng (7.45) sẽ trở nên rõ ràng, 
nếu ta chuyển (7.46) sang dạng phụ thuộc thòi gian 

G r (k, k') => exp ' ÌẢẼM±ĩĩủí exp lĩlv + ilet)i _ 

Ta thấy, phần thực ơ e£ của (7.45) bổ sung vào năng lượng của hạt, còn 
phần ảo TỊe£ tham gia vào làm giảm biên độ của hàm Green: 

I G R (k, k') I 2 =» exp [-2 (tị v + TỊee) t/h]. 


Thòi gian đặc trưng cho sự giảm này r ("thòi gian sống" của trạng thái) 
được xác định bằng 


1 _ 2 
r h 


(»v + Veì) 



(7.47) 
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trong đó Tự = h/2ĩ]^ và T e ( = h/2ĩj eỄ> tương ứng, là thời gian sống không 
đàn hồi (thời gian hồi chuyển pha - phase relaxation time (Datta 1992)) 
và thời gian sống đàn hồi. Để quan sát được hiện tượng định xứ phải có 

T e c < 7 ^, khi áỐT T e l. 

Nếu ta giả thiết tán xạ là yếu (như thường xảy ra trong thực tế) thì có thể 
bỏ qua ơei bên cạnh E ( k ) = h 2 k 2 /2m trong (7.46), rồi sử dụng (7.47), viết 
lại hàm Green tán xạ tạp dưới dạng (dấu + (-) tương ứng với G R (G' 4 )): 

G r{A) (k, k') = 4k' {E-E (k) ± ih/2T)~ l . (7.48) 

7.4.2 Công thức Drude 

Trong phần còn lại của tiết này ta sẽ chỉ thảo luận độ dẫn dòng không 
đổi (d.c. conductivity) và thực hiện tính toán cụ thể cho các hệ hai chiều. 
Độc giả nào quan tâm đến độ dẫn phụ thuộc tần số, cũng như các hệ một 
chiều, ba chiều có thể tham khảo các bài tổng quan rất bổ ích: Altshuler 
and Aronov 1985, Bergmann 1984, và Lee and Ramakrishnan 1985. 

Với trường hợp dòng không đổi công thức Kubo có thể viết dưới dạng 
(Datta 1992, Ferry and Goodnick 1997): 

= 3 £ k ° k 'p (l GÍỈ ( k ’ k ') I 2 ) ổ ( £ * - E ỉ ). ơ-49) 

k,k' 

trong đó hàm ô (E k — Ef) ngụ ý rằng chỉ những hạt ở bề mặt Fermi mci có 
thể tham gia vào quá trinh dẫn ở T = 0. Ở đây, ta còn dùng ký hiệu (...) để 
chỉ rõ là đại lượng I G R (k, k') | 2 = G R (k, k') G A (k, k') cần được trung 
bình theo cấu hình vị trí tạp. 

Trước hết, xét giản đồ trên hình 7.1 a. Hai đường electron và lỗ trống tách 
biệt nhau, không có tương quan nào. Hộ quả là (G R G A ) = (G R ) (G A ) y 
trong đó chính là các hàm Green tán xạ tạp (7.48). Thay (7.48) vào 

(7.49), ta được 


<Tq — ơ xx 


ỂỂ. y' ( k Ý 1 

7ĩra ‘ 1 k 1 {E - E (k )) 2 + ĩ ] 2 


E(k)=Ef 
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2 n 3 


/S Ả ' WỂ,dớ 


1 


(E-E(k)f + rf 


E{k) = Ef 


Chuyển k Ằ dk = (1/2) (2 m/h 2 ) EdE rồi sử dụng gần đúng 


{E-E(k)Ỵ + r? 


' nỖ(E - E (k )), 


ta được 


ƠQ ■■ 


e 2 E Ầ 1 11/ 2 m\ 

w E ( k ) 

7Tm 2 47T 2 ĩ] 2 \ h 2 1 


E{k)=Ef 


Thay E (k) = Ef = n/ (m/ĩrh 2 ) y trong đó n là mật độ electron và m/nh 2 
là mật độ trạng thái trong hệ hai chiều, ta nhận được chính xác công thức 
Drude (1.53) 

ơ = e 2 nr/m 


với T = h/2r]. 

Để nhận được kết quả trên ta đã sử dụng hai giả thiết quan trọng: một 
là, tán xạ yếu (để có thể bỏ qua ơ e t bên cạnh E (k) trong (7.46)) và hai là, 
bỏ qua tưong quan giữa hai đường electron và lỗ trống (để có thể tính đến 
chỉ giản đồ trên hình 7.la). 


k k' 


(a) ị 

ị ị 

Ị ị ị 

k k’ 


kj , 5 

i 


ị Jgf' 

(b) ị 


'ỳ?' 


Hình 7.3: (a) Các giản đồ thang; (b) Các giản đồ cắt chéo cực đại 


Tính đến tưong quan giữa hai đường electron và lỗ trống, ta phải xem 
xét các giản đồ trên hình 7. Ib. Các giản đồ này bao gồm hai nhóm, gọi là 
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các giản đồ thang (ladder diagrams) và giản đồ cắt chéo cực đại (maximaUy 
crossed diagrams), như mô tả trên hình 7.3. Viộc tính các giản đồ hai hạt 
tương tác như thế này có thể thực hiện dựa trên phương trình Bethe-Salpeter 
(xem, chảng hạn, Ferry and Goodnick 1997 hay Janssen 2001). 



L A L 

Hình 7.4: Biểu diễn giản đồ của phương trinh Bethe-Salpeter 

Nói chung, nội dung cơ bản của vật lý các hiện tượng truyền dẫn (trans- 
port) cũng như các thăng giáng nhiệt động, quy về tính các hàm tương quan. 
Hàm tương quan hai hạt L (k, k'; k", k'") bất kỳ có thể tính bằng kỹ thuật 
giản đồ dựa trên phương trình Bethe Salpeter, minh họa trên hình 7.4, trong 
đó đại lượng A thường được gọi là vertex tán xạ tối giản (irreducible scat- 
tering vertex). 

Đóng góp chính vào A là từ tương tác bậc hai nối hai hàm Green. Với 
hai loại tương quan mô tả bằng các giản đồ trên hình 7.3, ta có các vertex 
tối giản như mô tả trên hình 7.5. Phương trình Bethe-Salpeter có dạng: 

L (k, k'; k', k) = G R (k) G Ả (k) (1 + A (k, k'; k', k) . L (k, k'; k', k)) 

(7.50) 

Số hạng dầu tiên không phải gì khác, mà chính là đóng góp mô tả bởi giản 
đồ trên hình 7.la, dẫn tới công thức Drude mà ta vừa xem xét. Để tính các 
đóng góp còn lại, ta phải tính A. 

Việc tính A l cho các giản đồ thang không có gì đặc biệt và chi dẫn đến 
một bổ chính phụ thuộc vào góc tán xạ mà kết quả cuối cùng là thòi gian 
r trong công thức Drude (1.53) được thay thế bằng thời gian hồi chuyển 
momentum T m (Ferry and Goodnick 1997). Ta sẽ tập trung thảo luận các 
giản đồ cắt chéo cực đại, chúng mô tả bổ chính lượng tử vào độ dẫn điện. 
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A L 


= <ậ> + <ậ> <ậ> + <ậ> 4> 4> 4- 


(b) 

A r 






+ 


Hình 7.5: Vertex tối-giản: (a) Al với giản đổ thang, 
(b) A r với giản đổ cắt-chéo cực-đại. 


7.4.3 Bổ chính lượng tử 


Trước hết ta thảo luận ý nghĩa vật lý của các giản đồ cắt chéo cực đại. Ở 
nhiệt độ thấp, với electron dẫn có hai thời gian đặc trưng: thời gian đàn hồi 
T c là thời gian sống đối với trạng thái riêng momentum và thời gian không 
đàn hồi Tịp là thời gian sống của trạng thái riêng năng lượng. Ở nhiệt độ 
Hêli lỏng, Tự thường lớn gấp vài bậc giá trị so với T e . Do đó electron dẫn có 
thể tán xạ lên nhiều tạp mà vẫn "ghi nhớ" pha của mình. Nói cách khác, sự 
kết hợp pha của electron vẫn được duy trì ngay cả khi chúng đã tán xạ lên 
nhiều tạp. 

Không tính đến hiệu ứng kết hợp pha, tán xạ tạp chỉ đơn giản dẫn đến 
mất trật tự (disorder). Nếu mất trật tự là yếu, ta có thể sử dụng lý thuyết 
Boltzmann. Nếu mất trật tự là mạnh, thì trạng thái electron trở thành định 
xứ. Hiệu ứng kết hợp pha dãn đến bổ chính quan trọng vào độ dẫn. Đó là 
bổ chính liên quan đến các tán xạ trở lại (backscatterings), được Langer và 
Neal mô tả bằng các giản đồ cắt chéo cực đại (Langer and Neal 1966). 


Giả sử tại thời điểm t = 0, một electron có momentum k và hàm sóng 
oc exp (z kr). Sau thời gian T, nó tán xạ đến trạng thái với momentum kí, 
rồi sau thời gian 2 T đến k ' 2 ... Tất nhiên, tồn tại một xác suất hữu hạn để 
sau một số bước nào đó electron này tán xạ đến trạng thái với momentum 
— k: 


gi 


K 


g2 


K 


■K-I 


k n = - k, 


với các momentum trao đổi tương ứng là gi, g 2 , ... g„. Và, cũng tất nhiên 
là, tồn tại một xác suất ngang bằng để cho electron tán xạ từ trạng thái k 
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đến — k bằng con đường: 



với chính xác cùng các momentum trao đổi như trên nhưng theo trật tự ngược 
lại: g„, gn -1 ... gi hình 7.6a. Các quá trình này có thể mô tả bằng giản đồ 
momentum như trên hình 7.6b. Rõ ràng, đây chính là giản đồ cắt chéo cực 
đại. 



Hình 7.6: (a) Minh họa cho ý nghĩa vật lý của giản đồ Langer Neal; 
(b) Giản đồ Langer Neal (giản đồ cắt chéo cực đại) 


Quan trọng là hai đường truyền là hoàn toàn đối xứng, xác suất chuyển 
tương ứng với từng bước là như nhau, năng lượng ở các trạng thái trung gian 
tương ứng là như nhau, và do đó thay đổi pha theo thòi gian (~ Et/h) là như 
nhau và các biên độ ở các trạng thái cuối (—k) cũng là như nhau, A' = A! 1 = 
A. Do kết hợp về pha, hai sóng giao thoa với nhau và biên độ tổng cộng ở 
trạng thái cuoi là \A' + A"| 2 = \A'\ 2 + \A"\ 2 + A l *A" + A’A"* = 4|Ẩ| 2 ’ Nếu 
hai sóng là không kết hợp pha, thì biên độ tổng cộng chi là 2|Ẩ| 2 . Như vậy, 
trên phương tán xạ trở lại cường độ tán xạ mạnh lên gấp hai lần. Điều này 
hẳn là sẽ dẫn đến một bổ chính vào độ dẫn. về bản chất, bổ chính này liên 
quan với các số hạng giao thoa A!*A" + A! A!'*, và giản đồ cắt chéo cực đại 
trên hình 7.6b mô tả đóng góp của chính các số hạng này. 

Trong không gian thực, quá trình tán xạ trở lại có thể mô tả bằng hình 
7.7a với hai con đường khuyếch tán đồng khả năng: 0 —> 1 —> 2 —* ... —* 
10 0 và 0 T 2 ' ... -> 10' 0. 
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Hình 7.7: (a) Đường khuyếch tán của electron dần; 

(b) Phân bố xác suất của electron khuyếch tán, bắt đầu ờ r = 0, t = 0 

Từ phương trình khuyếch tán cổ điển (bài tập B2.3) ta biết, xác suất tìm 
hạt tại r ở thời điểm t là 

p (r. t) = exp (- r 2 /iDt) 

(hạt bắt đầu ở r = 0 và t = 0). Nếu tại t hạt khuyếch tán trở lại vị trí ban 
đầu, r = 0, thì p (0, t) = ì/AnDt. Nếu hạt khuyếch tán theo hai con đường 
với cùng xác suất (hình 7.7a), thì do bản chất sóng của electron, khi gặp 
nhau các biên độ sóng riêng phần (chứ không phải cường độ) cộng lại, và 
kết quả là xác suất tìm hạt ở (í, r = 0) trong bài toán khuyếch tán lượng 
tử lớn gấp hai lần trong bài toán cổ điển tương ứng (hình 7.7b). Ta có cùng 
một bức tranh vật lý như vừa thảo luận ở trên trong không gian momentum. 

Như vậy, về mặt vật lý, các giản đồ cắt chéo cực đại mô tả hiệu ứng giao 
thoa giữa hai sóng ngược chiều thời gian, tán xạ dọc theo cùng một vòng 
kín. Theo (7.50) phần bổ chính vào độ dẫn điện do các giản đồ này là 

5a XJC = ^y / k x k' I G R (k,E)G A (k,E)A(k,k l ). 

G R (k', E)G a ( k', E). (7.51) 

Để tính bổ chính này ta chú ý là, như sẽ thấy dưới đây, đại lượng A (k, k') 
chỉ phụ thuộc vào k -I- k' = q, do đó bằng cách đặt k' = -k -I- q, ta có thể 
chuyển f dk f dk' —> f dk f dq, trong đó tích phân theo q sẽ chỉ tác dụng 
lên A (q), còn tích phân theo k có thể thay bằng tích phân theo E (k) (xem 
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B7.3). Ngoài ra, khi thay k' = -k -I- q, ở dưới mẫu số của hàm Green tán 
xạ (7.48) ta sẽ gặp E (k') = h 2 k l2 /2m = h 2 (-k 4- q) 2 /2ra. Với giả thiết 
tán xạ yếu (|ợ| nhỏ) và nhiệt độ thấp, ta có thể gần đúng 

E (k') = h 2 k' 2 /2m f*E(k)- hv f (k) q . (7.52) 

Ở số hạng thứ hai ta đã thay k —> kf = mvf/h. 

Với những chú ý trên, ta chuyển các tổng trong (7.51) thành hai tích 
phân., theo q (chi tác dụng lên A (q)) và theo k (chi tác dụng lên các hàm 
Green). Hai tích phân này có thể tính riêng biệt. Thay các hàm Green bằng 
(7.48) với gần đúng (7.52), nhân tử tích phân theo k có dạng: 

1 = I 7ẼĨ k *( E - E w + ^/ỉr)- 1 (E-E (*) - ih/ĨT)- 1 . 

J (2 7Tj 

(E - E ( k ) 4- /ĩV/q 4- i/ĩ/2r) _1 (E - E (k) + hVfC[ — ih/2r)~ 1 
= Ị-Ệịĩ kị? (E (*)) = kj N (E f ) Ị dE k T (E k ). 

Khi viết dấu bằng cuối cùng ở trên, ta đã sử dụng (B7.3). Tích phân còn lại 
có thể lấy trên nửa mặt phảng trên. Sử dụng định lý thặng dư với hai cực 
của hàm T (E k ) là Eỵ = E + ih/2r và E 2 = E 4- frv/q + ift/2T, ta dễ dàng 
nhận được: 

/ = kĩ N ( Ef) ,2tú — - - 1 ■ - , ■- . 

(ihịT) [(/ĩv /q ) + (ft/r) ] 

Với tán xạ yếu, bỏ qua số hạng với q 2 ở mẫu số, ta có: 

I = 47 Tk) N ( Ef ) T 3 /h 3 . (7.53) 

Quả là đại lượng này không phụ thuộc vào q. Với nhân tử tích phân theo k 
vừa nhận được, I = (7.53), bổ chính (7.51) chuyển thành 

r _ 2ttN (Ef)r e 2 ^ í dq .. „ 

Sơxx = - ^ v p - . ỵ Dr J ^ A (q), (7.54) 

ở đây, ta đã đưa vào hằng số khuyếch tán D = vjr/2 = ( h 2 k 2 /m 2 ) r/2. 
Việc còn lại là tính A (q). 
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Để ý là, nếu ta quay, đổi chiều thời gian của một trong hai đường (chẳng 
hạn đường dưới, đường lỗ trống) thì như thấy ở ví dụ trên hình 7.8, các giản 
đồ cắt chéo cực đại trở nên có dạng giống như giản đồ thang. Tuy nhiên, 
giừa hai giản đồ có điểm khác nhau cơ bản: giản đổ thang trên hình 7.3a 
mô tả cặp electron - lỗ trống, còn giản đồ trên hình 7.8 mỏ tả sự truyền của 
một cặp electron-electron (tương tự cặp Cooper). 


k 


k 




k' 


k 


Hình 7.8: 

Với phép quay như vậy, vertex tối giản A = A c trên hình 7.5 (b) trở nên 
có dạng như trên hình 7.9. Khi viết biểu thức giải tích tương ứng với các 
giản đồ trên hình này ta chú ý là, mỗi đường truyền cho một tích các hàm 
Green và các yếu tố matrận tán xạ. Ví dụ, biểu thức tương ứng với giản đồ 
thứ ba là: 

£ £ v„ G R (k + g,, E) V 92 G R (k + g, + g 2 , E) V 93 

V 9 \G A (k' - g„ E') v;fl A (k' - gl - g 2 , E') v; 3 . 

Ở đây, giả thiết tán xạ là đẳng hướng, 

tv„p - Iiti* -...-sTv^-r.. (7-5S) 

Từ hình 7.9, rõ ràng là đại lượng A có thể tính bằng: 

A = r 0 4- r 0 nr 0 4- ronr 0 nro 4-. • • = -—, (7.56) 

1 - lii 0 

trong đó r 0 xác định bằng biểu thức (7.55), còn 

n = £G R (k + g; E)G a { k'-g; E) . 


(7.57) 
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Đại lượng n này có thể tính bằng cách đặt k" = k + g và k + k' = q. Khi 
đó, k' - g = - k" 4- q và (7.57) có thể viết lại thành 


n (q) = / G R (k", E) G A (- k" + q, E' 
J (2 tt ) 

= N ( Ef) Ị Ị dE k n -—— 

v ĨJ J 2 ĩĩ J E-E(k") + 

1 


v JJ J 2ĩĩ J k E - E(k")+ih/2T + ih/2r^ 

E - E (k") + ầVfq- ih/2r - ih/2r\p' (7.58) 

Ở đây, ta đã sử dụng (7.48), gần đúng (7.52), đồng thòi phụ thêm vào năng 
lượng riêng của các hàm Green số hạng ihỊ2T^ trong đó Ty là thòi gian hồi 
chuyển pha (phase relaxation time). 

Tích phân theo năng lượng trong biểu thức trên có thể lấy trên nửa mặt 
phẳng dưới, ở đó hàm dưới dấu tích phân có một cực: 

E (k”) = E + hvfq - Ỉh/2T — ỉh^Ty . 

Kết quả cho: 

ri(q) = N(E f ).2«i J 

J 2ĩĩ h\f q - ih/r - ỉhỊr,\p 

= N(E f ) 2*1 _ ặ \ ,_ 

hj 2 t 1 + t/t v + ÍTV/q 

2ir N (Ef) T [dũ k „ „ 

= J -12Ẹ- (1 _ r/r v — irv/q + 

+ ị (iv/qr ) 2 + ...) 

= — —Ệ- - h-TƠv-Dýr). 


(7.59) 
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Đặt (7.55) và (7.58) vào (7.56), được 

A (9) = V?F.W • {im 

2 tt A (£,) r Dry-r + r/7^ 

Thay kết quả nhận được (7.60) vào (7.54), ta có bổ chính vào độ dần: 

5ơ zx = - -4 (Dt) 2 / -^4, - - - ——. (7.61) 

tr/ĩ v > ] (27T) 2 Dq 2 T + t/t„ 

ở đây, ta nhân thêm hệ số 2, tính đến cả hai phương của spin. Rõ ràng là 
biểu thức dưới dấu tích phân sẽ phân kỳ khi q -* 0 (tương úng Tự) —> CX)). 
Kỳ dị này thường gọi là cực khuyếch tán (diffusion pole). Như vậy, đóng 
góp chủ yếu vào tích phân (7.61) là từ miền giá trị nhỏ của q, và do đó ta 
có thể gần đúng giới hạn tính tích phân trong miền q < 1 /y/DỈ ~ l/l 
(1 là quãng đường tự do trung bình), nghĩa là: 

Ọp 2 1 rl/y/DĨ 1 

ỗơ xx = — ' 1 2 (^ r ) / 7rd<7 2 ■ ■ - 

Tĩh (2?r) * Jo Dq 2 T + t/t^ 

= - ^ Ĩ Ị 1 ln (1 + tJt) . (7.62) 

Đây là biểu thức bổ chính lượng tử vào độ dẫn điện của các hệ hai chiều. 
Bằng cách hoàn toàn tương tự, chỉ với chú ý như nêu trong thảo luận bổ 
sung (B7.3), dễ dàng nhận được bổ chính cho các hệ ba và một chiều. 

z <™> 

7ĩh 1 l f i 1 ~ 7 t / ( t + t v)) ; lữ . 

trong đó l v = Dt v . 

Đại lượng A (7.60) là một hàm truyền khuếch tán. Nó có dạng giống như 
hàm Green (mặc dù A là thực). Chú ý rằng, hàm này không có mặt trong 
các giản đồ thang của cặp electron - lỗ trống. Tuy nhiên, do đối xứng đảo 
chiều thời gian giữa hai loại giản đồ, thuật ngữ "hàm truyền khuyếch tán" 
(diffusion propagator) thường dùng cho cả hai loại giản đồ thang của cặp 
electron - lỗ trống (hình 7.3 (a)) và cặp electron-electron (hình 7.8). Khi đó, 
để phân biệt, đại lượng A (7.60) còn gọi là hàm truyền Cooper (cooperon 
propagator). 
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7.5 Định xứ Anderson 

Vật lý hiện đại của các hệ không trật tự chủ yếu dựa trên những tiến 
bộ trong hiểu biết về hai hiện tượng cơ bản: định xứ Anderson và tương tác 
electron electron. 

7.5.1 Định xứ Anderson và chuyển pha Mott 

Nám 1958 Anderson công bố bài báo kinh điển (sau này được trao giải 
thường Nobel), trong đó ông chứng minh rằng, dưới tác dung của thế ngẫu 
nhiên dáng điệu của hàm sóng electron có thể bị thay đổi một cách cơ bản, 
trở thành định xứ, nếu độ ngẫu nhiên đủ mạnh. 

Anderson xét một mô hình liên kết mạnh mô tả bằng Hamiltonian (An- 
derson 1958): 

H = £,ata x + vj2a+a 1 + h.c. , (7.64) 

• <*J> 

trong đó (ij) ngụ ý chi tính đến tương quan giữa các nút lân cận gần nhất: 
yếu tố chéo £ t là ngẫu nhiên, tuân theo phân bố đều: 

, í 1/21V nếu \e\ < IV 

p(£)= t 0 nế„H>ỈV. 

Bài toán này có hai tham số: V đặc trưng cho mức độ phủ nhau của hàm 
sóng electron ở các nút lân cận gần nhất (khả năng lan truyền) và w là 
số đo mức độ mất trật tự của hệ. Anderson chứng minh rằng, với mỗi loại 
mạng, tồn tại một giá trị ngưỡng ( W/V) c mà nếu (W/V) <c (W/V) c thì 
trạng thái electron trong hệ có thể lan truyền ra xa (trạng thái lan truyền - 
extended States), còn nếu (W/V) » (W/V) c thì trạng thái electron bị định 
xứ (localized States): 


\xịi (r) I a exp (- |r — rol/0 , (7.65) 

trong đó £ là độ dài định xứ (localization length), kích thước đặc trưng của 
trạng thái (xem hình 7.10 (a)). 
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Hình 7.10: Minh họa: (a) Trạng thái định xứ tại 7'0 với độ dài định xứ f; 

(b) Cấu trúc vùng: 1 vật liệu tinh khiết; 2 vật liệu khống trật tự; 
các trạng thái ớ đuối vùng bị định xứ (phần gạch chéo); 

E mx , E m2 là các ngưỡng linh động. 

Anderson nhận được kết quả trên bằng sử dụng lý thuyết nhiễu loạn. Sau 
này một lượng lớn các công trình tính toán số (Licciardello and Thouless 
1975, MacKinnon and Kramer 1983) đã khẳng định kết luận của Anderson, 
đồng thời cho giá trị cụ thể của {W/V) c đối với các loại mạng khác nhau, 
chẳng hạn với mạng lập phương đơn giản (W/V) c « 15, với hypercube bốn 
chiều {W/V) c « 24. 

Mott là người đầu tiên đã mang lại cho mô hình Anderson một nội dung 
vật lý cụ thể, làm cho nó trở nên "đo được". Theo Mott (Mott 1966), mất 
trật tự (thăng giáng) dẫn đến xuất hiện các trạng thái trong vùng cấm. Các 
trạng thái ở đuôi vùng (nơi mật độ trạng thái nhỏ) bị định xứ. Các trạng thái 
định xứ phân tách với các trạng thái truyền qua bằng một ranh giói, gọi là 
ngưỡng linh động (mobility edge), như mô tả bằng E mi và E m2 trên hình 
7.10 (b). Nếu mức Fermi Ef nằm trong miển các trạng thái truyền qua (như 
trên hình 7.10 (b)) thì độ dẫn điện ở nhiệt độ không ơ (T = 0) của hệ có giá 
trị khác không. Còn, nếu Ef nằm trong vùng các trạng thái định xứ (vùng 
gạch chéo trên hình 7.10 (b)) thì ơ (T = 0) —► 0. Bằng cách như vậy, Mott 
đã gắn định xứ với ơ (T = 0) (là đại lượng đo được): ơ (T = 0) là hữu hạn 
nếu (W/V) < (W/V) c và ơ (T = 0) -> 0 nếu (W/V) > {W/V) c . 

Hơn nữa, Mott còn đề xuất một cơ chế chuyển pha kim loại - điện môi. 
Trong thực nghiệm, người ta có thể dịch chuyển vị trí mức Fermi Ef bằng 
thay đổi mật độ electron. Đồng thời, vị trí các ngưỡng linh động cũng có 
thể xê dịch bằng thay đổi nồng độ tạp. Thành ra, bằng thay đổi nồng độ tạp 
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hoặc thay đổi mật độ electron ta có thể thay đổi vị trí tương đối giữa mức 
Fermi Ef và ngưỡng linh động, chuyển hệ từ trạng thái kim loại, ứng với 
mức Fermi nằm trong vùng truyền qua và ơ (T = 0) Ỷ 0, sang trạng thái 
điện môi, ứng vói mức Fermi nằm trong vùng định xứ và ơ (T = 0) —► 0. 
Loại chuyển pha kim loại - điện môi như vậy đã quan sát được chẳng hạn ở 
các bán dẫn pha tạp (doped semiconductors) (xem Pepper 1982). 


Một câu hỏi quan trọng: chuyển pha này xảy ra một cách liên tục (loại 
hai) hay gián đoạn (loại một) ? Mott cho ràng, nó xảy ra một cách gián 
đoạn. Ông lý luận như sau (Mott 1974). Giả sử ở gần điểm chuyển pha, lý 
thuyết Boltzmann vẫn còn đúng, nghĩa là ta vẫn có thể sử dụng công thức 
Drude: 


ne 2 T _ 
m 



(ỉk F ). 


Ở đây ta đã sử dụng / = VfT = (hk F /m) T. Điều kiện Ioữe-Regel đòi hỏi 
lkf > 1 (tiết 1.6), do đó: 


<r>j-ậ- = C 3 jk F = <7^(30). (7.66) 

Độ dẫn điện trong các hệ ba chiều (3 D) không thể nhỏ hơn ơ min (3 D) (7.66), 
hay nói cách khác, vói các hệ kim loại ba chiều tồn tại một độ dẫn kim loại 
cực tiểu (minimum metallic conductivity) (7.66), mà trong đó c 3 là một hệ 
số. Theo đánh giá của Mott c 3 « 0.01 -h 0.05. Ví-dụ, nếu k F = 10 8 cm -1 
và lấy c 3 = 0.03 thì ơ m in (3 D) « 10^-^m" 1 . 

Floàn toàn tương tự, ta dễ dàng dẫn ra biểu thức cho độ dẫn kim loại cực 
tiểu trong các hệ hai chiều 


ơmin (277) = C 2 e 2 /ft . (7.67) 

Độ dẫn cực tiểu ơ min (2 D) có dạng rất tổng quát, không phụ thuộc vào một 
tham số vật liệu nào. 

Vấn đề về khả năng tồn tại độ dẫn kim loại cực tiểu sẽ còn được thảo 
luận trong phần tiếp theo của tiết này. về mặt thực nghiệm, mặc dù thời 
gian đầu đã có nhiều số liệu ủng hộ quan điểm của Mott, đa phần các phép 
đo về sau khẳng định rằng, chuyển pha xảy ra một cách liên tục, nghĩa là 
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không tồn tại độ dẫn kim loại cực tiểu (Shklovskii and Efros 1984, Lee and 
Ramakrishnan 1985). 

7.5.2 Lý thuyết tỷ lệ về định xứ Anderson 

Những ý tưởng đầu tiên về một lý thuyết tỷ lộ (Scaling Theory) của định 
xứ Anderson đã được hình thành trong các bài báo của Thouless và đồng 
tác giả (Thouless 1974, Licciardello and Thouless 1975). Trong khi Mott 
gắn định xứ cũng như chuyển pha với độ dẫn điện (conductivity), Thouless 
cho ràng vị trí đó không phải của độ dẫn, mà là của conductance. 

Nếu mẫu đo có dạng một hypercube d chiều vói cạnh L, thì giữa con- 
ductance G và độ dẫn điện ơ có hệ thức: 

G = ơ.L d - 2 . (7.68) 

Ta thấy, trong khi ơ không phụ thuộc kích thước của hệ, thì G có phụ thuộc; 
trong khi đơn vị đo của ơ phụ thuộc vào số chiều của hệ (cm -1 với d = 2 
và cm _1 í7 _1 vói d = 3), thì đơn vị đo của G là như nhau (Í7 _1 ), không phụ 
thuộc d. Sau này, thay cho Gy ta sẽ làm việc với conductance không thứ 
nguyên (dimensionless conductance ), định nghĩa là: 

9 = G/ {e 2 /h) . (7.69) 

Thouless cho rằng, chính g là đại lượng vật lý liên quan trực tiếp với 
định xứ cũng như chuyển pha. Điều này có thể hiểu một cách định tính như 
sau: 

VI tham số duy nhất của mô hình Anderson là w/v, giả thiết của Thou- 
less chỉ đúng nếu như tồn tại một tương quan duy nhất giữa w/v và g. 
Để tìm tương quan này Thouless tưởng tượng việc xây dựng một hypercube 
(2 L) d (d chiều, cạnh L) bằng cách ghép các hypercube ( L) d (chẳng hạn, 
ghép bốn hình vuông cạnh L thành một hình vuông cạnh 2 L). Giả sử ta 
có thể chéo hóa Hamiltonian (7.64) cho hypercube (L) d , nghĩa là biết hàm 
riêng và trị riêng của nó. Khi đó, hàm riêng của hypercube (2 L) d cũng có 

thể biết, chẳng hạn bằng tổ hợp tuyến tính các hàm riêng của mẫu (L) d . 

Síhưng các mẫu (L) d mô tả bằng Hamiltonian (7.64) với độ mất trật tự, 
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đặc trưng bởi tham số w , có các mức năng lượng thăng giáng ngẫu nhiên. 
Khoảng cách điển hình giữa các mức ngẫu nhiên này tỷ lệ với w: 

w = W L ~ (N L {E)L d y\ (7.70) 


trong đó N l (E) là mật độ trạng thái. Mặt khác, hàng số phủ 14 có thể xác 
định như năng lượng liên quan với sự chuyển electron giữa các mảu con 

[L) a : 

V = V L ~ h/r L = hD/L 2 . (7.71) 

Ở đây, t l là thời gian sống đặc trưng của electron trong mẫu (L) d , r L = 
L 2 /D với D là hằng số khuyếch tán. Phối hợp (7.70) và (7.71), ta được 


ĨL 

W L 


A DN l (E)ư 


Sử dụng hệ thức Einstein D = ơỊe 2 N L (E), ta viết tiếp: 


Xl 

W L 



(7.72) 


Như vậy, quả là có một hệ thức đơn giản giữa (V/W) và g . Nói khác, g 
đúng là đại lượng vật lý đặc trưng của hiện tượng định xứ Anderson. Lưu 
ý rằng, khi dẫn ra (7.72), chúng tôi không có ý định tìm một hệ thức chính 
xác, mà chỉ muốn chứng tỏ mối tương quan đơn nhất giữa hai đại lượng. 
Thực ra, hệ thức giữa chúng thậm chí có thể không tuyến tính (xem chẳng 
hạn, Anderson and Lee 1980). 

Trở lại thí nghiệm tưởng tượng của Thouless. Giả sử ta xuất phát từ 
hypercube ban đầu với kích thước ( L) d = (l) d , ở đây l là quãng đường tự 
do trung bình, bằng ghép lại từng bước, tạo các hypercube (2 L) d , rồi (4 L) d 
và vv. Gọi go = g(l) là conductance của hypercube ( l) d , câu hỏi đặt ra là: 
g thay đổi thế nào khi kích thước của hypercube tăng mãi cho đến khi đạt 
kích thước của các mẫu đo thông thường? Trả lời câu hỏi này chính là nội 
dung của lý thuyết scaling về định xứ. 

Trước hết ta xem xét hai trường hợp giới hạn. 
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Trường hợp giới hạn mất trật tự yếu. Hàm sóng electron có dáng điệu 
lan truyền, giống như sóng phảng; / > kj\ lý thuyết Boltzmann vẫn làm 
việc và ta vẫn có thể sử dụng công thức Drude: 

ơ == ne 2 T/m = ne 2 ỉ/hkf . 

Độ dẫn ơ không phụ thuộc vào kích thước của hệ. Còn, conductance phụ 
thuộc vào L theo (7.68): 

g(L) = aL d - 2 (j^j . (7.73) 

Đây chính là dạng phụ thuộc kích thước của conductance ở giới hạn định 
xứ yếu của kim loại. 

Trườtig hợp giới hạn mất trật tự mạnh. Các trạng thái gần mức Fermi bị 
định xứ dạng (7.65). Ở nhiệt độ thấp, electron nhảy dọc theo các trạng thái 
định xứ với xác suất giảm theo hàm e mũ khi khoảng cách tăng. Khi kích 
thước của mẫu đo đủ lớn, L » £ > /, conductance của hệ trở nên có dạng: 

g (L) cx exp (— L/£) . (7.74) 

Đây chính là dạng phụ thuộc kích thước của conductance trong giới hạn mất 
trật tự mạnh của điện môi. 

Với độ mất trật tự trung gian nào đó, khi kích thước của mẫu tảng dần 
từ /, đại lượng g (L) thay đổi liên tục, trơn tru từ g (l) = go và sẽ dần tiến 
tới một trong hai giới hạn (7.73) hoặc (7.74) khi L đủ lớn. Xuất phát từ ý 
tưởng "scaling" của Thouless, kết hợp với các biểu thức giói hạn (7.73) và 
(7.74), Abrahams và đồng tác giả đã đề xuất hệ thức tổng quát cho dạng 
phụ thuộc g ( L) (Abrahams et al. 1979): 

Sz=^- (7 - 75) 

Với (3 (g) là hàm chỉ của g , không phụ thuộc L cũng như các tham số vật 
liệu khác. Mặc dù không có một cơ sở thật là chắc chắn về mặt lý thuyết, 
hệ thức scaling (7.75) phù hợp vói kết quả của lý thuyết nhiễu loạn (Gorkov 
et ai. 1979, Abrahams and Ramakrishnan 1980) và được sự ủng hộ của một 
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lượng lớn các công trình tính toán số (chẳng hạn, Lee and Fisher 1981). 
Hệ thức (7.75) còn dãn đến những tiên đoán rất quan trọng và cũng rất bất 
ngờ. Vì vậy, mặc dù vẫn còn những câu hỏi chưa được trả lời, những phê 
phán chưa được thảo luận thích đáng, hệ thức scaling (7.75) của Abrahams 
và đồng tác giả vẫn giữ vai trò trung tâm trong lý thuyết hiện đại về các hệ 
không trật tự. 

Ta xét dạng cụ thể của hàm p cho hai trường hợp giói hạn. 

Với giới hạn mất trật tự yếu (hay là g lớn ), sử dụng g (L) (7.73) ta có 

P(g) = d-2. 

Trong giới hạn này lý thuyết nhiễu loạn vẫn làm việc tốt. Nó dẫn đến một 
bồ chính vào biểu thức trên, dạng cc g~ l . Và, như vậy: 

Ị3(g) = d-2-C d /g (g lớn) , (7.76) 

trong đó c d là một hằng số dương (Gorkov et al. 1979). 

Với giới hạn mất trật tự mạnh (hay là g nhỏ), sử dụng g ( L ) (7.74) có 

Ị3 (g) = ln g 4- const. (g nhỏ) . (7.77) 

Ở đây g <c 1 và hằng số "const." có giá trị cỡ đơn vị, nên Ị3 (g) < 0. 

Bây giờ ta có thể vẽ đường cong scaling đầy đủ bằng cách thác triển 
liên tục và đơn điệu giữa hai giới hạn (7.76) và (7.77) cho các trường hợp 
d — 3, 2 và 1 như trên hình 7.11. 

a. Trường hợp ba chiều (d = 3) 

Ở giới hạn g lớn, Ị3(g) —► 1 theo (7.76), trong khi với g < 1, theo 
(7.77), p (g) < 0. Như vậy, đường cong Ị3 (g) phải cắt trục hoành tại một 
điểm g = g c nào đó (chọn làm gốc hệ trục toạ độ trên hình 7.11). Ở lân cận 
g c> đường cong /3 (g) có thể gần đúng mô tả bằng 

0 (9) « 5 ln (g/g c ); I g - g c \/g c < 1 . (7.78) 

Các hằng số g c và 5 có vai trò quan trọng, có thể tính bằng gần đúng giải 
tích (Vollhardt and wỏlfle 1982) hoặc mô phỏng số (Stein and Krey 1980, 



7.5. Định xứ Andcrson 


203 


Kramer and MacKinnon 1993). Các kết quả thống nhất với nhau, cho 5 có 
giá trị cỡ đơn vị (nhưng không chính xác bằng 1), còn g c « 2 -ỉ- 3. 



Hình 7.11: Các đường cong scaling, /3 ( g ) biểu-diễn theo ln g, cho các hệ 3, 2 
và 1 chiều. Mũi tên chỉ chiều tiến triển của g khi tăng kích thước của hệ. 


Xuất phát từ conductance go = g (ỉ) của hypercube vi mô kích thước l 
(quãng đường tự do trung bình), ta quan tâm xem g ( L ) tiến triển thế nào 
khi kích thước của mẫu tăng lên mãi L — l, 2/, 4 1 ... Có hai khả năng. 

Một là với go > g c . Điểm xuất phát nàm ở nửa bên phải của trục hoành 
trên hình 7.11, nên (3 (g) > 0. Theo (7.75), điều đó nghĩa là, khi L tăng, g 
đơn điệu tăng, và khi L đủ lớn, (3 -H► 1 (giới hạn mất trật tự yếu), hệ mang 
tính kim loại. 

Hai là với go < g C ' Điểm xuất phát nằm ở nửa bên trái của trục hoành 
trên hình 7.11, nên Ị3 (g) < 0. Điều đó nghĩa là, với go < <7c, conductance 
g đơn điệu giảm khi L tăng, hệ "chảy" xuống theo chiều mũi tên trên hình 
7.11 và tiến về trạng thái điện môi với (3 (g) có dáng điệu mất trật tự mạnh 
(7.77) khi L đủ lớn. 
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Tại g = g c , có p (g) = 0, conductance không phụ thuộc vào L. Điều này 
nghĩa là, nếu ờ một kích thước nào đó conductance của mẫu đo bằng g c , thì 
nó sẽ bằng g c ở mọi kích thước, kể cả khi L —> OG. Hệ quả là, tại g = g c độ 
dẫn điên của hê ơ oc g c L 2 ~ d = g c /L —> 0 khi L —> oo. Theo thuật ngữ của 
lý thuyết nhóm tái chuẩn hóa (Wilson and Fisher 1972), điểm g = g c được 
gọi là điểm ổn định (fixed point) và lý thuyết scaling tiên đoán có chuyển 
pha kim loại - điện môi trong các hệ ba chiều tại điểm này. Theo lý thuyết 
scaling, mọi hệ (vật liệu) ba chiều đều "nằm" trên một đường cong Ị3 (g) 
chung. Sự khác nhau giữa các vật liệu là ờ conductance vi mô go'. tất cả vật 
liệu có go > g c đều là kim loại (vật dẫn), còn các vật liệu có go < g c đều là 
điện môi. Tham số "điều hành" sự chuyển giữa hai trạng thái (kim loại và 
điện môi) là £ = \go - 9c\/9c- 

Ta xem xét miền lân cận của điểm chuyển pha, £<1. Trong miền này 
p (g) có thể mô tả bằng (7.78). Gọi £ là kích thước điển hình, mà khi L > £, 
đường cong p ( g ) rời khỏi chế độ (7.78) chuyển sang dáng điệu của hệ vĩ mô 
((7.76) hoặc (7.77)), thì £ đóng vai trò như độ dài tương quan (correlation 
length) trong lý thuyết chuyển pha và có thể đánh giá bằng cách như sau. 
Tích phân từ ỉ đến £ hai vế của đẳng thức d ln g/d ln L = s\n(g/g c ) cho 

ln (g (0 /9c) ...... 

ln U/ • ■ 


Từ đây suy ra 


const 

e 1 /- 


oc le 


(7.79) 


Ở đây, ta đã đưa vào Ư = 1/5, ký hiệu quen thuộc của chỉ số tới hạn (critical 
exponent) liên quan với độ dài tương quan trong lý thuyết chuyển pha. Chỉ 
số này xác định đặc trưng phân kỳ của ỉ khi £ —> 0 (dần tới điểm chuyển). 


Một hệ quả quan trọng nữa của hàm scaling Ị3 (g) trong trường hợp ba 
chiều là về dáng điệu của chpyển pha kim loại - điện môi. Ở trên ta đã nhận 
xét, tại g — g c , độ dẫn ơ —> 0 khi L —> 00. Ở lân cận g Cy khi L thay đổi từ 
l đến í thì conductance g thay đổi không quá một bậc giá trị, và do đó độ 
dẫn kim loại vĩ mô có thể đánh giá bàng 


(7~ ơ (L = 0~ 


const 

ẽ 1 * 


~ £ {đ-2)u 


(7.80) 
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Hóa ra, dáng điệu tới hạn của ơ được xác định bằng cùng chi số ư như £. Khi 
e —► 0, tức là dần tới điểm chuyển pha, f —► 00 , còn ơ —> 0. Theo (7.80), rõ 
ràng độ dẫn ơ tiến tới 0 một cách liên tục. Nói khác, theo lý thuyết scaling 
thì chuyển pha kim loai - điện môi xảy ra một cách liên tục, dó là chuyển 
pha loại hai. Và như vậy, lý thuyết scaling về định xứ phủ nhận sự tồn tại 
của độ dẫn kim loại cực tiểu do Mott đề xuất. 

b. Trường hợp hai chiều (d = 2) 

Vì ngay cả ở giới hạn trên, (3 (g) = d - 2 - c 2 /g = -C 2 /g cũng là âm, 
nên với go xuất-phát bất kỳ, g luôn đơn điệu giảm khi L tăng và hệ luôn 
"chảy" xuống giới hạn mất trật tự mạnh với g ( L ) cx exp (— L/£) khi L đủ 
lớn. Nói khác, lý thuyết scaling tiên đoán rằng, hệ hai chiều bất kỳ, dù với 
độ mất trật tự yếu đến đâu chăng nữa, cũng không bao giờ tồn tại ở trạng 
thái kim loại. 

Tương tự với trường hợp ba chiều, ta cũng có thể đánh giá kích thước 
đặc trưng £, mà ở đó hệ bắt đầu rời khỏi chế âộ Ị3(g) « — C 2 /g y chuyển 
sang dáng điệu vĩ mô của giới hạn mất trật tự mạnh ợ.11). Muốn vậy, ta 
tích phân hai vế đẳng thức d\ng/d\nL = - c 2 /g với cận lấy từ l đến 
Kết quả cho 

9 (í) — 9 o — Cỉ ln (Ẹ/l). 

Lưu ý rằng ở kích thước £ conductance g (£) đã là rất nhỏ, và do đó có thể 
gần đúng: 

£ ~ lexp(g 0 /c 2 ) . (7.81) 

Nếu lấy c 2 = 1 /7T 2 còn go = kfl/2ĩĩ (xem Lee and Ramakrishnan 1985), 
thì £ « l exp (ĩrkfl/2) và trở nên khá lớn trong giới hạn mất trật tự yếu với 
kfl 1. Nói khác, trong hê hai chiều định xứ thường là yếu và do đó khó 
quan sát. 

c. Trường hợp một chiều (d = 1) 

Tương tự như trường hợp hai chiều, vì /3 (g) luôn âm, nên dù go như thế 
nào, thì khi kích thước L tăng, hệ luôn "chảy" xuống giới hạn mất trật tự 
mạnh, tức là trong các hệ một chiều không tồn tại trạng thái kim loại. Thực 
ra điều này đã được nêu ra từ nhiều năm trước: do tán xạ trở lại nhiều lần. 
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tất cả các trạng thái trong hệ một chiều luôn bị định xứ (Mott and Twose 
1961; Landauer 1957). 

Ta có thể đánh giá độ dài định xứ ỉ bằng cùng một cách như với hệ hai 
chiều. Tích phân đẳng thức d\ng/d\nL = -1 - Ci/g từ / đến ỉ rồi xem 
g (Ệ) là nhỏ, bỏ qua, ta dễ dàng nhận được 

(7.82) 

Trong hệ một chiều độ dài định xứ rất nhỏ (chi cỡ quãng đường tự do trung 
binh), nghĩa là các trạng thái electron bị định xứ mạnh. 

Để kết thúc tiết này ta nêu lại những tiên đoán quan trọng nhất của lý 
thuyết scaling về định xứ: (i) có chuyển pha kim loại - điện môi trong các 
hệ ba chiều; (ii) chuyển pha xảy ra một cách liên tục; và (iii) không tồn 
tại trạng thái kim loại trong các hệ hai và một chiều. Mặc dù các kết luận 
này được suy ra từ một lý thuyết rất đơn giản (không tương tác, một tham 
số), chúng đã nhận được sự ủng hộ của rất nhiều kết quả tính toán số cũng 
như kết quả thực nghiệm ở các hệ (vật liêu, cấu trúc) khác nhau. Độc giả 
nào quan tâm chi tiết vấn đề này có thể tìm hiểu ở Shklovskii and Efros 
1984, Lee and Ramakrishnan 1985, hay Imry 1997. Chúng tôi chỉ muốn 
giới thiệu rằng, kể từ công bố của Kravchenko et ai. 1995 cho đến nay, 
đã có một số đáng kể các kết quả thực nghiệm khẳng định sự tồn tại của 
trạng thái kim loại trong hệ hai chiều, về mặt lý thuyết, hiện có một ý kiến 
tương đối thống nhất là, trạng thái kim loại (nếu tồn tại thật) hẳn phải là hệ 
quả của tương tác electron- electron, một hiệu ứng chưa được tính đến trong 
lý thuyết scaling về định xứ của Abrahams và đồng tác giả (Abrahams et 
al. 1979). Tương tác electron-electron trong các hệ không trật tự dẫn đến 
nhiều hiệu ứng quan trọng và bất ngờ. Độc giả nào quan tâm vấn đề này có 
thể tham khảo ở Altshuler and Aronov 1985 (cho các hệ mất trật tự yếu); 
Shklovskii and Efros 1984, Nguyên et al. 1985 (cho các hệ mất trật tự mạnh). 
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Thảo ỉuận bổ xung và bài tập 


B7.1 Quãng đường tự do trung binh (mean free path) / là khoảng cách trung 
bình mà electron dịch chuyển được trước khi momentum ban đầu của 
nó bị phá hủy. Ở nhiệt độ thấp, tính chất dẫn truyền được xác định 
chủ yếu bởi các electron ở lân cận bề mặt Fermi, nên / = U/T ?n , 
trong đó Vf là vận tốc Fermi, T m là thời gian hồi chuyển momentum 
(momentum relaxation time). Thời gian T m thường lớn hơn nhiều thời 
gian va chạm. 

Thời gian hồi chuyển pha (phase relaxation time, hay còn gọi, thời 
gian phá hủy pha phase breaking time) Tọ là khoảng thời gian trung 
bình mà electron lưu giữ được ký ức về pha của mình. Thời gian này 
liên quan với độ dài kết hợp pha Lự : Lự = VfT<p cho các bán dẫn có 
độ linh động electron cao, khi < T m hoặc Lị = Dr ự cho vật liệu 
có độ linh động electron thấp, khi Tự » T m . 


B7.2 Hệ thức (7.55) có thể nhận được bằng cách như sau. Khi tính trung 
bình theo cấu hình tạp của hàm Green, nếu ta dừng lại ở giản đồ năng 
lượng riêng bậc một (một tạp, hai đường tán xạ, một đường electron), 
thì năng lượng riêng đơn giản là 

= E - E (k - q) + iĩỊ 

Sử dụng gần đúng (1.70): 

-- * - - . « - ÌTĨỘ {E - E (k - q)), 

£-£(k-q) + ỉí? v v 

ở đây, ta đã bỏ qua phần trị chính (thực) do tán xạ yếu như đã làm ở 
phần 7.4.1. Thực hiện chuyển 
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ta sẽ nhận được, sau khi thay E —> Ef (nhiệt độ thấp): 

= inN (E f ) Ị Sine 4 ^ d v (q) I 2 = i*JV (Eị) |K,| 2 . 

Dấu bằng cuối cùng ở trên là do tán xạ đẳng hướng (V (q) = Vq bỏ 
ra ngoài tích phân). 

Mặt khác, theo (7.48), E R = ih/2r. So sánh hai biểu thức của ta 
nhận được (7.55): Iv^l 2 = h/2nN (Ef)r. 


B73 Trong tiết 7.4 ta phải lấy các tích phân dạng 

/-^B(k) G*(E, k) G a (£', k), 

J (2 7T) 

vói B (k) là một hàm của momentum, không có cực trị đặc biệt nào 
ở nàng lượng Fermi. Khi đó, vì tích G R G A có cực đại mạnh ở mức 
Fermi, ta có thể gần đúng tích phân trên bằng 

N (Ef) Ị ^Ỉ-B (k f ) Ị dEk G R (E, k) G a (E 1 , k ), 

trong đó dCt k là yếu tố góc vi phân, s k là diện tích hình tròn bán kính 
đơn vị (Sk = 27t). 

B7.4 Trong giới hạn định xứ (mất trật tự) yếu, quá trình dẫn điện chủ yếu 
xảy ra theo cơ chế khuyếch tán. Sử dụng phương trình khuyếch tán 
lượng tử ta có thể gần đúng nhận được các bổ chính (7.61) (7.63) một 
cách rất đơn giản, về vai trò cua tương tác electron-electron trong 
giới hạn này có thể tìm hiểu ở Altshuler and Aronov 1985. Trong giới 
hạn ngược lại của định xứ (mất trật tự) mạnh, dẫn điện chủ yếu xảy ra 
theo cơ chế nhảy (hopping conduction). Trong giới hạn này tương tác 
electron-electron cũng dản đến nhiều hiệu úng quan trọng (Shklovskii 
and Efros 1984, Nguyên et. ai 1985). 



Chương 8 

Hàm Green vói các hệ từ đồng nhất 


Các hiện tượng từ rất phong phú. Tính trật tự từ liên quan với spin của 
electron được quan sát thấy ở nhiều vật liệu. Trong rất nhiều bài toán tạp 
chất, spin đóng vai trò quan trọng. Để giải thích các hiện tượng này hiện có 
rất nhiều loại mô hình spin khác nhau, trong đó hai loại chính là: mô hình 
các spin định xứ tương tác với nhau và mô hình các spin định xứ tương tác 
với các electron tự do. Trong phạm vi chương này chúng tôi không thể trinh 
bày, dù chỉ là rất ngắn gọn, các mô hình spin, mà chỉ giới hạn ở việc giới 
thiệu một cách đơn giản phương pháp hàm Green trong các hệ spin đồng 
nhất. Độc giả nào quan tâm hơn về các hệ spin có thể tham khảo, chẳng 
hạn, Fisher 1965 hay Toda et al. 1983 (với các hệ spin đồng nhất); Mahan 
2000 (hệ spin tạp), Majlis 2000. 


8.1 Spin của electron 

Mục đích của tiết này là giới thiệu tóm tắt các tính chất cơ bản của spin 
của electron. Nói chung, các toán tử spin một nửa (spin one half) có các 
thành phần xác định bằng (ở đây và trong cả chương này xem h = 1): 


S (x) 

S (y) 

s {z) 



( 8 . 1 ) 


209 



210 


Chương 8. Hàm Green với các hệ từ đồng nhất 


ở đây, X, y, z ngụ ý các tọa độ không gian thông thường; ơ x , ơy, ơ z là các 
ma trận spin Pauli. Để ý là có dạng chéo với các trị riêng là ±1/2. 

Các toán tử spin (8.1) tác dụng lên các trạng thái spin, biếu thị bằng vectơ 
, trong đó trạng thái ^ Q ^ ứng với spin hướng lên, 

còn ^ 2 ) úns với spin hướng xuống. Tác dụng thực hiện như sau: 

s "’ (ỉ) 
sW ( ò ) 

Ta thấy ^ ^ là hàm riêng, còn 1/2 là trị riêng của 

Các toán tử s^ x \ s^ và s^ quan hệ vói nhau như các thành phần của 
một (giả) vectơ. Chẳng hạn, tích vô hướng của Si và s m có dạng: 

Si s m = sị x) sg> + } s<ĩ> + sị z) . (8.3) 

Ở đây, các chỉ số £, m ký hiệu vị trí định xứ của spin (nút mạng trong mô 
hình Heisenberg). Các toán tử spin ở các nút khác nhau, hay là liên quan 
vói các electron khác nhau, là giao hoán vói nhau. Các toán tử spin thành 


phần tuân theo hệ thức giao hoán: 


k 

II 

On 


[ 5 ^, 5 «] = isị x) s tm . 

(8.4) 

[V, 5«] = isị y) s (m . 



Ba toán tử s^ x \ s^ y \ và s tạo thành một hệ cơ sở đầy đủ, qua đó có thê 
biểu diễn mọi biểu thức spin. 

Trong thực tế tính toán, thay cho và người ta thường sử dụng 



chuẩn hóa dạng ( a J 
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hai toán tử: 


g( + ) _ Cị(t) _ị_ ? g(?/) 

s ,_) = S (r) -íS <9) . 


Các toán tử này tác dụng như sau: 


1/01 
2 V 1 0 


và tương tự 


Toán tử 5 (+) nâng spin lên, ^ J ^ ^ ^, nên có tên là toán tử nâng 

(raising operator). Còn, toán tử 5 (_) hạ spin xuống, ^ J ^ ^ J ^, nên 

có tên là toán tử hạ (lowering operator). Các hệ thức (8.7) - (8.10) cho thấy 
g(+) (£(-)) hành động giống như các toán tử sinh (hủy). 

Bộ ba toán tử S (+) , S (-) và 5 (z) cũng tạo thành một cơ sở đầy đủ, tương 
đương như bộ ba (5 (x) , s (y) , 5 (z) ). Trong cơ sở này, tích vô hướng có dạng 

s< s m = ị (s' +, s<7> + SÌ->^ + >) + sị z) s£. (8.11) 

Và, tương tự như (8.4), ta có các hệ thức giao hoán: 

[s< +) , 5(7)] = 2 sị z) s lm , 


'sị z} , 4 +) ] 
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Rõ ràng, ba toán tử 5 (+) , 5 (-) , và 5 (í) là không hoàn toàn tương đương. 
Toán tử 5^ có những đặc thù riêng, trong đó quan trọng là nó giao hoán 
với toán tử St Si, nghĩa là chúng có cùng hệ hàm riêng. Nếu gọi 5 là spin 
toàn phần của hạt thì trị riêng của toán tử s* là s (5 4- 1), còn trị riêng 
tương ứng của sị z) là: - 5, - 5 4- 1, ... s - 1, 5 (tất cả 25 + 1 giá trị). 

Ta có nhận xét, các hệ thức giao hoán của các toán tử spin không giống 
các hệ thức giao hoán của boson, cũng như của íermion, mà có dạng phức 
tạp hơn. Spin không phải là boson, cũng không phải là fermion. Và, vì các 
hệ thức giao hoán có vai trò quan trọng trong xây dựng Hamiltonian, dạng 
không bình thường của hệ thức giao hoán của các toán tử spin là một trong 
những nguyên nhân đầu tiên dẫn đến sự phức tạp của các bài toán loại này. 

8.2 Mô hình Heisenberg 

Trong mô hình Heisenberg người ta giả thiết rằng các spin định xứ tại 
các nút của một mạng đều đặn. Nếu gọi S z là spin ở nút i thì Hamiltonian 
của hệ spin như vậy có dạng: 

'H = - ^ J lj S l S 3 - g\i B ^ BSi, (8.13) 

1,3 I 

trong đó g là hộ số Lande (Lande's factor); ỊJL D là magneton Bohr (Bohr 
magneton); B là từ trường ngoài; Jij là tích phân trao đổi (exchange integral, 
hay còn gọi là interaction strength, coupling) giữa hai spin Si và Sj-: Jij > 0 
vói tương tác sắt từ và Jij < 0 vói tương tác phản sắt từ. Trong mô hình này 
các spin là cùng loại (mô hình spin đồng nhất), tương tác là đẳng hướng. 
Nói chung, đại lượng Jịj giảm nhanh theo khoảng cách giữa hai nút ỉ và j. 
Nếu chỉ tính đến tương tác giữa các spin ở các nút lân cận gần nhất và chọn 
trục 2 trùng vói chiều của từ trường thì Hamiltonian (8.13) chuyển thành 

‘H = -j'E,8iS,-9HBBỵ2sị’ ) , (8.14) 

<*.j) * 

ở đây, vói mọi cặp lân cận gần nhất (i,j) tích phân trao đổi là như nhau 
J t j = J và tổng thứ nhất chỉ lấy theo các lân cận gần nhất. Mặc dù đã đơn 
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giản hon rất nhiều so với các hệ spin thực, Hamiltonian (8.14), nói chung, 
vẫn không thể giải chính xác. 

8.2.1 Gần đúng trường phân tử 

Xét hệ sắt từ, tưong tác với J > 0 gióng các spin song song với nhau. 
Giả sử rằng thăng giáng của spin xung quanh giá trị trung bình là đủ nhỏ để 
có thể bỏ qua các số hạng bậc hai theo thăng giáng. Khi đó, Hamiltonian 
(8.14) gần đúng chuyển về dạng: 

H = -2JcY j sy (S)- 9 I i b bY j sy , (8.15) 


với c là số lân cận gần nhất. 

Lưu ý rằng, trong mô hình Heisenberg với từ trường B song song với 
trục z, ta luôn có thể đặt {s[ x ^ = {s[ y ^ = 0, mà vẫn không làm thạy đổi 
bài toán. So sánh (8.15) với (8.14) tà thấy, ở (8.15) tương tác của một spin 
với tất cả các spin xung quanh trong từ trường ngoài đã được xem là tỷ lệ 
với tương tác của spin đó với một spin trung bình (5). Gần đúng như vậy 
gọi là gần đúng trường phân tử (cũng còn gọi là gần đúng Weiss hay gần 
đúng Bragg-Williams). 

Hamiltonian (8.15) có thể viết lại dưói dạng tổng của các Hamiltonian 
một spin: 

n = £>„ 

H, = (~2Jc(S)-gfi B B)Si. (8.16) 

Tương ứng, với tổng thống kê (partition íunction), ta cũng có 

z = z?, 

Zi = ]Texp (-13 Hi). (8.17) 

s, 

Với spin Si = ±1/2, tổng trong (8.17) với H t (8.16) cho 
Zị = 2 cosh (/3 Ục { s ) + gụ, B B/2)). 


(8.18) 
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Giá trị trung bình của spin là: 

(S) = (S.) = Hạ, exp(-/?«,)/£. 

s, 

Với z x (8.18), lấy tổng theo hai giá trị Sj = ±1/2, ta được 

(S) = ịta.nh(fiục(S}+gn B B/2)). (8.19) 

Nếu phương trình này có lời giải ( s ) 7 ^ 0 khi từ trường ngoài bằng không, 
thì hệ có mô men từ tự phát (spontaneous magnetic moment). Khi B = 0, 
phương trình (8.19) có dạng đơn giản 

{S) = ^ tanh (0Jc (S)). (8.20) 

và có thể giải bằng phương pháp đồ thị như trên hình 8.1 (a). Từ hình này rõ 
ràng là, phương trình (8.20) có lòi giải không tầm thường khi: (3Jc/2 > 1 
hay 

T < Jc/2k D = T c . (8.21) 



0 04 —± > 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 T/ Tc 


Hình 8.1: (a) Minh họa cho lời giải của (8.20). 

(b) {S z ) /s như hàm của T/T c vói s khác nhau. 

Như vậy, phương trình gần đúng trường phân tử (8.20) khẳng định sự 
tồn tại của nhiệt độ tói hạn T c (8.21), mà ở nhiệt độ cao hơn T c , hệ khảo sát 
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là thuận từ, còn ở T < T' , hệ có mô men từ tự phát. Mô men từ trong một 
đơn vị thể tích được tính bằng: 

Aỉ = pgp B (S) . (8.22) 

trong đó p là mật độ số spin (nút mạng). 

Nhiệt độ T c (8.21) đóng vai trò nhiệt độ Curie. Tại T c đại lượng (S) —► 0. 
Ở nhiệt độ thấp hơn và rất gần T c , T c - T < T c , đại lượng ( s ) nhỏ, hàm 
tanh (x) ở (8.20) có thể khai triển thành chuỗi, giữ lại số hạng bậc 3, ta 
nhận được: 

(S) = V3[(T c -T)/T c ] l/ \ (8.23) 

Và như vậy, ta nhận được dáng điệu phụ thuộc đặc trưng của tham số trật 
tự M: 

M oc Ị(T C - T) /T c } 0 ; /3=1/2. (8.24) 

SỐ mũ Ị3 trong (8.24) gọi là chỉ số tới hạn (critical exponent). Gần đúng 
trường phân tử cho Ị3 = 1/2. Giá trị thực nghiệm của p tùy thuộc vào vật 
liệu và thường cỡ 0.32 — 0.39 (Patashinskii and Pokrovskii 1980). Còn giá 
trị tính số của /3 cho hệ ba chiều là 0.37 ± 0.04 (Ferrer et aỉ. 1971). 

Dáng điệu phụ thuộc nhiệt độ của M (T) (8.24) (hay ( s) (8.23)) được 
minh họa ưên hình 8.1 (b). Bằng cách hoàn toàn tương tự như trên, ta có thể 
đánh giá dạng phụ thuộc M (T) cho các giá ưị khác của spin. Để so sánh, 
trên hình 8.1 (b) chúng tôi trình bày thêm (có tính minh họa) kết quả của 
hai trường hợp s = 3/2 và 5/2. 

Một điều cần nhắc đến là, phương trình gần đúng trường phân tử (8.20) 
dẫn đến sự tồn tại nhiệt độ Curie T c ngay cả trong trường hợp một chiều. 
Đây là một điểm yếu quan trọng của gần đúng này, vì trong hộ một chiều 
không có chuyển pha. Nói chung, gần đúng trường phân tử cho bức tranh 
định tính chấp nhận được, thậm chí cho kết quả chính xác khi T —► 0, nhưng 
nó không thể cho kết quả định lượng đúng ở nhiệt độ cao. Nguyên nhân là, 
để dẫn ra phương trình (8.16) ta đã gỉả thiết thăng giáng của spin là nhỏ. 
Giả thiết này chỉ đúng ở nhiệt độ đủ thấp. 
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8.2.2 Gần đúng hàm Green 

Trong gần đúng trường phân tử khi thay S l Sj —> X] (S), thực ra 
ta đã bỏ qua hai số hạng đầu so với số hạng thứ ba trong tích vô hướng (8.11). 
Khi không có từ trường ngoài, gần đúng như vậy chỉ có thể xem là chấp 
nhận được khi nhiệt độ rất thấp. Ở đây, ta sẽ xuất phát từ một Hamiltonian 
đầy đủ hơn và chỉ xét trường hợp không có từ trường ngoài: 

n = - 2 (s<*>) Ẹ J zj s ( ; ] ( 5 Í +)5 J <_) + s, ( " ) s J í+> ), (8.25) 

trong đó gần đúng bao gồm chỉ là bỏ qua thăng giáng của thành phần 5 (z) . 
Ta đưa vào đại lượng H e ff xác định bằng 

9 ị x B H tn = 2 {S^)Y J Ji 1 ■ (8.26) 

3 

Rõ ràng là đại lượng này có ý nghĩa như một trường hiệu dụng. 

Tương ứng với gần đúng đang sử dụng, ta thay thế hệ thức giao hoán thứ 
nhất trong (8.12) bằng 

[S (+ \ 5 ( ->] = 25 (í) —* 2 (5 (z) ). (8.27) 

Trong gần đúng như vậy, dễ thấy rằng phương trình chuyển động của 
Sị (r) có dạng (xem bài tập B8.3) 

^ = - 9 ụ. B H' fí S: + 2 £ J zj Sl +) (s<*>) , (8.28) 

3 

ở đây T = it (xem tiết 3.1). Tương tự (3.52), ta định nghĩa hàm Green 

Q (i, j; r) = - (TS\ +) (r) S<-> (0)) . (8.29) 

Các ký hiệu trong (8.29) có cùng ý nghĩa như ở hàm Green nhiệt độ (3.52); 
các chỉ số i, j vẫn là các chỉ số nút mạng như ở trên. Theo (8.28), hàm 
Green (8.29) thỏa mãn phương trình: 

(J ĩ +9t*BH' fí Jg(i,ỷ,T) = 2 'E'J il õự,ỹ,T){SM)- 

-5(r)([5; + >,5 J ( - ) ]). (8.30) 
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Hàm Green phụ thuộc tần số được xác định theo định nghĩa (3.47): 


ụ^n) 

rỡ 

= / drể^g (r), 

J 0 

(8.31) 

S{r) 


(8.32) 

UJ n 

= 2ĩỉĩĩ/í3. 

(8.33) 


Với biến đổi này, phương trình (8.30) chuyển thành 

(- ỉlJ„ + giẤũHeíí) Q (í J; tuJ„) = 2^2 JuQ ự,j; iíO n ) (.S' w ) 

-2<5„{5 W ). (8.34) 

Vì hệ mạng có tính đối xứng dịch chuyển, ta có thể giải phương trình này 
bằng thực hiện biến đổi Fourier theo biến không gian: 

Q ( Ỉ.J ; iu n ) = N~ l ^exp [zk (r, - Tj)\ Q (k; iij n ). (8.35) 

k 

Khi đó, phương trình (8.34) trở nên có dạng 


(- iuj n + gfiBH eũ ) Q (k; iuj n ) = 2 J (k) ( s {z) ) Q (k; iuj n ) 


- 2 <s w ), 

(8.36) 

trong đó 


J (k) = 5^exp(- ik (Tt - Tj)) Jtj- 
£ 

(8.37) 

Hệ thức (8.36) cho 


g (k, iw„) = 2 (s w > / [iu*,, - gg B H af + 2 J (k) (s< 2 >)] . 

(8.38) 


Tiếp theo, ta cần tìm một phương trình tự hợp cho Nói chung, 

không tồn tại một phương pháp nhất quán trong giải quyết vấn đề này. 
Bogoliubov và Tyablikov đề xuất phương pháp tính cho trường hợp spin 1/2 
(Bogoliubov and Tyablikov 1959). Sau đó, Tahir-Kheli và ter Haar đã mở 
rộng phương pháp này cho các trường hợp spin cao hơn (Tahứ - Kheli and 
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ter Haar 1962). Ở đây, ta sẽ giới hạn xét chỉ trường'hợp spin 1/2. Trong 
trường hợp này, tại nút mạng bất kỳ, các toán tử spin thỏa mãn hai phương 
trình 


s 2 = (s (í) ) 2 + ị (S (+) S<-> + 5 ( ->5 (+) ) = s {S + 1 ) = 3/4 

và 

(s<*>) 2 = 1/4 . 

Phối hợp (8.39) và (8.40) với hệ thức giao hoán: 

S {+) S { - ] - S ( - } S (+) = 2s (2) , 


(8.39) 

(8.40) 


suy ra 

S (+) S <-) = S{S+ 1 ) - (S*) 2 + s íz) = 1 + s w . (8.41) 

Trở lại định nghĩa hàm Green (8.29), ta có 

s ơ-i; 0+) = - = - (1 + <s w )) . (8.42) 

Mặt khác, theo (8.38) ta lại có 


£ơ,j; 0 + ) 


1 2 (5 (2) ) exp (- ÌLơ n 0 + ) 

0N “ “ iuj n - gỊẤ D H e ff + 2 J (k) (S^) 

-ịmẸ[n(k) + l] 

k 


- 2 < sw >[jv£ n(k) + 1 


(8.43) 


ở đây 


n (k) = {exp ịpE (k)] - 1} 1 (8.44) 


và 


E (k) = gạ B H M - 2 J (k) (s«) = 2 <s<*>) [J (0) - J (k)] . (8.45) 

Trong biến đổí trên, để dẫn ra (8.43), ta đã sử dụng các hệ thức (8.32), (8.35) 
và tổng dạng (3.34), rổi sử dụng tiếp (8.26) để nhận được (8.45). 
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Từ (8.42) và (8.43) suy ra 

( 5<2> ) = 2" 4 52 " <8 ' 46) 

k 

trong đó, n (k) lại phụ thuộc vào ( s (z) ) theo (8.44) - (8.45). Như vậy, các 
hệ thức (8.46), (8.44), và (8.45) tạo thành một phương trình tự hợp đối với 

<s w >- 

Đồng thời, theo (8.38) và (8.46), bằng thay ?'ưj„ —> u/ 4- iỗ. ỗ —>■ 0 + như 
ở (3.73), ta viết được 

G(k, w) = 2(5 w )/[o)-E(k)]. (8.47) 

Ở đây, rõ ràng là, E (k) đóng vai trò năng lượng kích thích. Nếu mạng có 
tâm đối xứng, thì bằng khai triển (8.37), ta thấy khi k —>■ 0, 

E (k) oc k 2 (8.48) 

và E (k) —> 0. Sự tồn tại các kích thích với năng lượng kích thích rất nhỏ 
là hệ quả chung của sự phá vỡ đối xứng - ở đây là đối xứng quay. Các kích 
thích lan truyền trong mạng dưới dạng sóng. 

Phương trình (8.46) đã được giải bằng phương pháp số cũng như khai 
triển ở nhiệt độ thấp và ở lân cận T c (Tyablikov 1967). Chỉ tính đến tương 
tác lân cận gần nhất, spin s = 1/2, ở nhiệt độ thấp, khai triển có dạng: 

(S^) = ^ - a 0 — CLiX b/2 — a 2 x 1/2 ... - aịx 3 - Aa 0 ciiX 4 ... , (8.49) 

trong đó 

X = 3/27 xvỊ5J (0), (8.50) 

ao = c (3/2) ; a, = 17TI< (5/2) : a 2 = TtVC (7/2) , (8.51) 

vói c (x) là hàm zeta Riemann (Riemann zeta function). Giá trị của Ư và Lú 
phụ thuộc vào loại mạng khảo sát. Chẳng hạn, 

mạng lập phương đơn giản: ư = 1; UJ = 33/32, 

3 

mạng lập phương tâm khối: ự = ị 2 2 / 3 ; Lú = 281/288, 
mạng lập phương tâm mặt: ư = 2 1/3 ; u = 15/16. 
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Biểu thức khai triển (8.49) khác với khai triển nhiệt độ thấp chính xác của 
Dyson (Dyson 1956) chỉ ở các số hạng X 3 và X 4 . Trong khai triển của Dyson 
không có số hạng X 3 và số hạng X 4 có một hệ số khác với ở (8.49). Nguyên 
nhân của sự khác nhau này là trong mô hình đang khảo sát ta đã bỏ qua 
tương tác giữa các sóng spin, trong khi Dyson đã tính đến tương tác này. 
Ortenburger chỉ ra rằng, nếu thay vì gần đúng ngay từ đầu như ở trên, ta 
viết hàm Green chính xác, rồi sau đó mới đưa vào gần đúng trước khi giải 
tự hợp, thì kết quả nhận được sẽ trùng với khai triển của Dyson đến số hạng 
X 4 , tức là T 4 (Ortenburger 1964). 

Ở lân cận nhiệt độ T c về phía dưới, gần đúng hàm Green ở trên cho cùng 
dáng điệu phụ thuộc nhiệt độ của mô men từ tự phát như trong gần đúng 
trường phân tử (Tyablikov 1967): 

Moc [(T c -T)/T c } 1/2 . (8.52) 


Hơn nữa, phương pháp hàm Green cũng hữu ích ngay cả khi nghiên cứu 
các sóng spin trong phản sắt từ cũng như ferit từ (íerrimagnets). Tất nhiên, 
vì không biết chính xác trạng thái cơ bản, nên trong các trường hợp này, kết 
quả chỉ có ý nghĩa định tính. 


8.3 Mô hình Hubbard 

Trong mô hình Heisenberg các spin định xứ ở nút mạng, nên mô hình 
này chỉ phù hợp để mô tả các vật liệu điện môi, trong đó các spin electron 
định xứ mạnh. Mô hình Heisenberg không thể mô tả các vật liệu kim loại, 
trong đó ít ra có một phần đáng kể các electron chuyển đông gần như tự do. 
Trong khi đó, đa phần các vật liệu sắt từ lại là kim loại, như Fe, Ni hay Co. 
Để tìm một mô hình mô tả tính chất từ của kim loại ta phải tính đến chuyển 
động tự do của electron, túc là phải dựa vào cấu trúc vùng của vật liệu. Một 
mô hình loại như vậy, tương đối đơn giản mà vẫn mô tả được trạng thái sắt 
từ của vật liệu, đã được Hubbard đề xuất (Hubbard 1963, 1964). Trong mô 
hình của mình, ngoài năng lượng vùng, Hubbard đưa vào tương tác đẩy giữa 
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các electrons với spin trái ngược ở cùng một nút mạng. Hamiltonian có dạng 
y. = £ĩ J n J ơ + 2 ư Xì (8.53) 

I.J.Ơ 

trong đó toán tử <7+ sinh một electron (trạng thái Wannier) tại nút I với spừi 
ơ\ tham số ư đặc trưng cho tương tác đẩy Coulomb giữa hai electron trên 
cùng một nút, còn 

ĩì ia = a+a lơ . (8.54) 

Trước hết, ta xem xét mô hình (8.53) - (8.54) trong gần đúng trường 
phân tử. Ta giả thiết rằng thăng giáng của n lơ xung quanh giá trị trung bình 
(n lơ ) là nhỏ, để có thể viết (8.53) dưới dạng 

H = Ỵ2 £ v a ta a 3° + u n lơ (n t _ ơ ) - ị • ( 8 * 55 ) 

IJ,Ơ I.ơ 

Thực chất, đây chính là gần đúng Hartree Fock đã giới thiệu ở tiết 1.2. Sử 
dụng Hamiltonian (8.55), bằng cách tương tự như ở bài tập B8.3, ta nhận 
được phương trình chuyển động 

dữ ỹ} T '~ = ~Ỵ2 £ĩ 3 a 3 ơ - ư ( n ~ ơ } aiơì (8.56) 

trong đó, do tính bất biến dịch chuyển, (n iơ ) = (n ơ ) không phụ thuộc vị trí 
nút mạng. 

Bây giờ, nếu ta định nghĩa hàm Green: 

g (ij, ơ\ t) = ( Ta iơ (t) a+ ơ (0)) , (8.57) 

thì tương tự như (8.30), dễ thấy rằng, hàm này tuân theo phương trinh chuyển 
động 

(Jt + ư (nơ) ) T ) = ~ ô ( T ) T ) • (8-58) 

Bàng biến đổi Fourier như ở tiết trên, phương trình (8.58) chuyển về dạng 
[-ÌLj n + U (n. ơ )]Ợ {k,iu n ,ơ) = -1 - E k Ợ (k,iu nỉ ơ) , (8.59) 



222 


Chương 8. Hàm Green với các hệ từ đổng nhất 


với E k là năng lượng vùng khi không có tương tác. 

E k = yv -1 £ịj exp [— ìk (R*> — Rj)]. (8.60) 

t 

Phương trình (8.59)’ cho 

ợ (k<r) = [iu;„ - u (n_„> - E k )~ l . (8.61) 

Để ý dấu của ơ ở hai vế của hệ thức này: các spin "lên" ( ơ ) có năng lượng 
bằng E k -f Ư (n_ ơ ), xác định bởi trường trung binh gây bởi các spin "xuống" 
(- ơ) và ngược lại, các spin "xuống" (- ơ) có năng lượng E k + ư (n ơ ), xác 
định bỏi trường trung bình gây bởi các spin "lên" ( ơ ). Đây chính là đặc 
trưng của gần đúng Hartree. Trạng thái từ của hệ được xác định bằng các 
trung bình toán tử số spin lên (n T ) và số spin xuống (riị). Nếu (nj) = (7iị) 
thì hệ không có mô men từ tự phát. Các phương trình tự hợp vói (n T ) và 
{ĩIị) là: 


("T> = /5 Ì 'E N 1 

u>n k 

= JdEN(E)f[E + U{n l )], (8.62) 

(nj> = J dEN(E)f[E + ư(n,)}. (8.63) 

ở đây, N (E) là mật độ trạng thái của vùng không nhiễu loạn và / (E) là 
hàm phân bố Fermi. Trong hàm / (E) có chứa thế hóa học ỊẤ. Các phương 
trình (8.62), (8.63) cùng với điểu kiện 

(ĩiị) 4- (n T ) = n (8.64) 

xác định hoàn toàn các đại lượng (nj) và (riị) với n là toán tử số hạt 
(electron). Hệ phương trình này luôn có một lời giải vói (n T ) = (riị) tương 
ứng với trạng thái không từ tính. 

Ta tìm điều kiện để xuất hiện trạng thái sắt từ. Giả sử nhiệt độ đủ thấp, 
để có thể gần đúng hàm phân bố Fermi bằng hàm bậc thang của trường hợp 
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khí electron suy biến / (£) = 0 (n - £), trong đó £ là năng lượng vùng. Ta 
giới hạn ở trường hợp sắt từ yếu, nghĩa là khi 

{ 771 ) = ỉ 71 + X ; ( 72 ị) = i 71 — X , (8.65) 

với X là nhỏ (< 77 / 2 ). Với hai giả thiết này, các phương trình (8.62) và 
(8.63) dẫn đến 

rụ-ưnỊ 2 1 

n/2= d£N (0 - ^ U 2 .V 2 N ' (// - Un/2) (8.66) 

./0 2 

và 

a; [1 - UN (fj - ưn/2)] = (1/6) ơVV" (/i - ơn/2). (8.67) 

Ớ đây, V' (V") là đạo hàm bậc một (hai) của N theo năng lượng. 

Từ (8.67) ta có nhận xét là, nếu tồn tại các năng lượng vùng £o sao-cho 
uN (£o) = 1 mà N" (£o) Ỷ 0» thì ta có thể chọn (ịi — Uĩì/2) ờ gần £o để 
phương trinh (8.67) có lời giải X khác không. Nếu N" (fo) < 0 thì ta phải 
chọn (ụ. - Un/ 2) sao cho uN (ịi — ưn/2) > 1. Còn, nếu N " (£o) < 0 thì, 
ngược lại, UN {ịi— Utì/ 2) < 1. Một khi đã xác định được (ụ — Un/2 ) thì 
phương trình (8.67) sẽ cho X, rồi thay X tìm được vào (8.66) ta nhận được 
71, và cuối cùng, hệ thức (8.65) cho (7iị) và (n T ). Như vậy, với những điều 
kiện vừa thảo luận, mô hình khảo sát có thể dẫn đến xuất hiện trạng thái sắt 
từ yếu, lưu động. Dĩ nhiên, kết luận này là định tính. Trong khuôn khổ gần 
đúng Hartree-Fock, khi ta bỏ qua các tương quan địa phương, phần nào ta 
đã đánh giá quá lên khả năng xuất hiện trạng thái sắt từ. 

Để tính đến các tương quan, Hubbard đã không dùng Hamiltonian gần 
đúng (8.55) mà xuất phát trực tiếp từ (8.53). Phương trinh chuyển động đối 
với toán tử a lCT khi đó là 

El i a -> ơ ~ ưUỉ ~ a ( r ) ’ ( 8 . 68 ) 

3 

và tương ứng, đối với hàm Green (8.57): 

(ỉ. j, ơ; r) = -í(r)ỉ,jổ(í,j,ơ: r) 

+ ư (Tn,., (r) a, a (r) a+ a (0)) . (8.69) 
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Phương trình này khác với (8.58) ở số hạng cuối, liên quan với n t _ ơ (r). 
Nếu thay Tì‘1 —(7 bằng (rii- ơ ) như ở (8.55) thì tất nhiên ta sẽ nhận lại (8.58). 
Nhân tử bên cạnh Ư ở số hạng cuối trong (8.69) là một hàm Ọreen. Phương 
trình chuyển động của hàm này là: 

Ệị; (Tn t - Ơ (t) a, ơ (r) a+„ (0)) = - £„ (Tn,_ ơ (t) a tơ (r) (ũ)) 

(rn,_, (r)a to (r)a+ (0)) 

+ e O [(ĩV-T ( T ) (í") a.T (t) a+ (0)) 

l?l 

- (Ta+ ơ (r) (r) (r) a+ ơ (0))] 

- í/ (Tn;_ ơ (r) a lơ (r) a+ ơ (0)) 4- ỗ tJ (n t _ ơ ) ố (r) . (8.70) 

Khi viết hai số hạng cuối, ta đã sử dụng phương trình toán tử n l _ ơ (r) 2 
= ĩiị_ ơ (t) và hệ thức giao hoán [rii- ơ a tơ , a+ ơ ] = n l - ơ ổ lJ . 

Nếu giả thiết rằng, tương quan giữa các electron ở các nút khác nhau là 
yếu so với tương quan giữa các electron trên cùng một nút, thì trong phương 
trình (8.70) số hạng thứ ba có thể bỏ qua. Ở số hạng thứ hai ta giả thiết 
rằng, thăng giáng của rii_ ơ là nhỏ và thay rii- ơ bàng (n_ ơ ). Để ý là, cả hai 
số hạng thứ hai và thứ ba đều bằng không khi £ t j là chéo và không tính đến 
yếu tố nhảy. Thành thử, trong trường hợp này, hai giả thiết gần đúng đối 
với hai số hạng vừa nêu trở nên không cần thiết và các kết quả nhận được là 
hoàn toàn chính xác. Trong trường hợp có yếu tố nhảy, là trường hợp đáng 
quan tâm hơn, kết quả nhận được sẽ chỉ là gần đúng. Kết quả càng chính 
xác khi yếu tố nhảy càng yếu, tương úng với trường hợp vùng năng lượng 
càng hẹp. 

Với các giả thiết trên phương trinh (8.70) chuyển về dạng 

^ + £ tt + (TĩI t - Ơ (t) a iơ (r) flt (0)) 

= (n-ữ) <M( r ) - (n_ ơ )Ỵ^£ ư ( Ta íơ (r) af ơ (0)) . (8.71) 

i*ĩ 
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Nếu ta thực hiện biến đổi Fourier của hàm Green bên vế trái 

(Tn l - Ơ (t ) a 1ơ (r)a+(0)) = /T 1 exp (- iu n r) G (i, j, ơ\ iu n ) , 

a>n 

(8.72) 

thì có thể chuyển (8.71) về 

(- iu n 4- £ n + U)Q (ỉ, j, ơ\ ÌLJn) = 

(n- ơ ) ô l3 i’ ơ; ỉtư «) • (8.73) 


Trở lại phương trình (8.69). Thực hiện biến đổi Fourier hai vế của phương 
trình này, trong đó biến đổi Fourier của số hạng cuối xác định theo (8.72) - 
(8.73). Kết quả là, phương trình (8.69) trở thành 

(- ũj n ) Q (ỉ, j, cr; iiú n ) = -ỗ tJ - ự, h V', iuJ n) + 

t 

4-ơ (r?_ ơ ) ổ lJ — £ U Ợ (i.j, ơ\ iu n )+ 'ỵ^e t e G iVn) ■ 

t 

(— ĨLU n + £ n + Ư) 

Thực hiện tiếp biến đổi Fourier theo biến không gian, Q (z, j,cr; ỈUJ U ) —> 
Q (k, cr; iuj n ), ta có: 

, ZP f 1 u (ĩl-o ) ^ e 0 U (ĩl-a) ^ 

+ E * i 1 - z-£ n ĩỉĩũ) + -SSữ] ổ (k ’ ơ; ^ 

= - 1 + - u , (8.74) 

— ỈUJ n £q u 

ở đây £o = £ ll . Và, do đó: 

G (k ơ' iu ) = _ iụj n - Sọ - ư (l - (n- ơ )) _ 

(— iu n 4- Ek) (— iu n 4- £o 4- ư) 4- ư (n_ ơ ) (eo — Ek) 

(8.75) 

Thực hiện thay iu n —> u 4 - ỈS như ở (3.73), ta có 

-/ 1 . X = _ u-£ọ-ư( 1 - (n- g )) _ 

(u - E k ) (u - £q - ư) 4- ư <n_ ơ > (e 0 - E k ) ■ 


(8.76) 
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Vì mẫu số ở (8.76) là đa thức bậc hai của Uy với (n_ ơ Ỵ và k đã cho, hàm 
Green (8.76) có hai cực và E^J. Hơn nữa, vì mẫu số này là dương với 
u lớn, là thực và âm khi UJ = £q 4- u (1 - (n_ ơ )), nên cả hai cực của hàm 
Green là thực và thỏa mãn hệ thức: 

<e ữ + U{l-(n- ơ ))<E { £. (8.77) 


Điều này nghĩa là, trong gần đúng khảo sát, các kích thích là những giả hạt 
nằm ở hai vùng tách biệt nhau. 


Trong trường hợp không có yếu tố nhảy, E k = £ 0 , từ mẫu số của (8.76) 
thấy ngay là các năng lượng giả hạt là £o và Go 4- Ư y tương ứng với năng 
lượng cần thiết để đặt một electron vào một nút (e 0 ) và năng lượng cần thiết 
để đặt electron thứ hai cũng vào nút đó (e 0 4- U). Hiệu úng nhảy làm hai 
mức này nở ra thành hai vùng năng lượng riêng biệt. 


Cuối cùng, để xác định trạng thái từ của hệ, tương tự như ở trên, ta phải 
tìm hệ thức tự hợp cho (n ơ ) và thế hóa học ỊẤ. Bỏi vì hàm Green (8.75) rõ 
ràng có dạng 


Q (k, (TỊ iuj n ) = - 


dD(iu nì E k )/dE k 

D(iu n ,E k ) 


(8.78) 


nên ta có thể viết 


Q (k, er; iu n ) = 


dE { k J/dE k 

- „ - E^J + ỊX 


dE^/dEk 
- iu„ - E ( £ + V-' 


(8.79) 


ở đây, vói cùng ý nghĩa như ở (8.62) - (8.67), ta đã đưa vào thế hóa học ỊẤ. 
Và, cũng tương tự như (8.62) - (8.67), khi nhiệt độ đủ thấp để có thể gần 
đúng hàm phân bố Fermi bằng hàm 6 ịụ, — , ta có: 


<n T > = r^iV- 1 £ổ(k, T;^„) 

OJn k 



(8.80) 
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Ở dòng cuối cùng ta đã đổi biến tích phân từ f sang năng lượng giả hạt E. 
Hàm f f (E) liên kết năng lượng không nhiễu loạn c với năng lượng nhiễu 
loạn E qua hệ thức 

E 2 — E (f| + £0 + U) + u (rìị) (eo - + fT ( f 0 + U) = 0. 


(8.81) 


Và, như vậy 

_ E 2 — E (cọ + ư) + u (riị) £q 

£ '~ £ + y«ni)-l)-Vo ' 

Các tích phân ở (8.80) lấy theo hai vùng nàng lượng cho phép (tương ứng 
và £7^) với cận trên là Ị1. 


Tương tự, với spin "xuống": 


<" 1 >=/; 

7-0 


dEN [€| (£)] 


(8.82) 


và 

(n T ) + (77 1 ) = n. (8.83) 

Các hệ thức (8.80) - (8.83) xác định (n T ), (riị) và ụ. như hàm của mật độ 
electron toàn phần Tì. Cũng như trong gần đúng Hartree-Fock, các phương 
trình này luôn có một lời giải (riị) = (72|) = n/ 2, tương ứng với trạng thái 
không từ tính. Nếu trong hệ, số electron đúng bằng số nguyên tử, thì vùng 
năng lượng thấp hơn sẽ choán đầy hoàn toàn, còn vùng trên sẽ hoàn toàn 
trống, hai vùng tách biệt nhau. Như vậy, do tương tác ư giữa các electron 
trên cùng một nút, kim loại chuyển thành điện môi. Chuyển pha loại như 
vậy thường gọi là chuyển pha Mott-Hubbard (xem, Mott 1974). Theo thảo 
luận ở trên, thì chuyển pha có thể xảy ra ở u bất kỳ. Nhưng, xem xét chính 
xác hơn cho thấy chuyển pha chỉ có thể xảy ra khi ư vượt quá một giá trị 
tới hạn ưc nào đó. 

Khi phần sắt từ là nhỏ, thì thay đổi bậc nhất trong phương trình (8.82), 
liên quan với sự lộch nhỏ của (n T ) khỏi n/2, có thể xem là bằng không. 
Điều này ngụ ý: 





dNịe, (£ 0 ] 
d(ni) 


(»,) = n/2 


(8.84) 
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Với mô hình vùng chữ nhật: 

N (e) = 1 /w với - w/2 <e< w/ 2, £ 0 = 0; (8.85) 

và với ỊJ nằm ở vùng dưới, hệ thức (8.84) qui về 

1 = (1/2)U [u 2 + W 2 /4 + uw (1 - n)]~ i/2 . (8.86) 

Ta thấy, khi /i nằm ở vùng dưới, n < 1, phương trình (8.86) không luôn thỏa 
mãn với Ư và w bất kỳ. Do tính đối xứng giữa electron và lỗ trống, kết luận 
này cũng đúng cho trường hợp, khi /i nằm ở vùng trên. Như vậy, bằng khảo 
sát bổ sung ta dẫn đến kết luận khác vói kết quả gần đúng Hartree-Fock, 
trong đó trạng thái sắt từ có thể tồn tại với u và w bất kỳ. 

Hubbard cho ràng, có thể chọn dạng vùng năng lượng thích hợp để quan 
sát được trạng thái sắt từ. Một khả năng là: 

( ỗ~ l , với £o - W/2 < e < e Q - w/ 2 + <5/2 
N (e) = < và £o + w/ 2 -ô/2<e<e 0 + W/2 (8.87) 

{ 0, nếu e không thuộc các miền trên . 

Với vùng năng lượng (8.87), hệ thức (8.84) trở thành 

6 < ( 1 / 2 ) wu [(£//2 + iy/2) 2 - nWU/i\ " 1/2 . (8.88) 

Hệ thức này luôn thỏa mãn với ố đủ nhỏ. Mô hình vùng (8.88) có dạng hai 
đỉnh nhọn, dáng điêu đặc trưng của các vật liệu sắt từ. Cũng phải nói thêm 
rằng, ở các kim loại thực, các vùng d và / luôn là suy biến, nên việc áp 
dụng các mô hình lý thuyết đòi hỏi phải có xem xét bổ sung, thận trọng. 

Trên đây chỉ là thảo luận bước đầu, như một minh họa về hàm Green 
trong mô hình Hubbard. Trong thực tế mô hình này đã nhận được sự chú ý 
đặc biệt ngay từ khi mới xuất hiện và ngày nay đã trở thành nội dung không 
thể thiếu trong các sách giáo khoa về lý thuyết chất rắn (xem, chẳng hạn, 
Mahan 2000). 
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Thảo luận bổ xung và bài tập 

B8.1 Giả sử trong Hamiltonian (8.13) tích phân trao đổi J t j có giá trị xác 
định trên hai phương: = ./II trên phương của trục 2 và Jij = J 1 

trên phương vuông góc với trục c. Khi đó: 

(1) Nếu .J± = 0, thì mô hình Heisenberg (8.14) chuyển về mô hình 
Ising ( J\ị = J): 

J - MbB £ sỉ*: 

(V) 

(2) Nếu J\ị = 0 và B = 0, thì ta có mô hình XY ( XY - model) 

H = -jY^SI +) .s { ~ ] . 

(v) 


B8.2 Chứng minh rằng, toán tử sj z) = ( Stotai ý z) giao hoán với Hamil- 
tonian (8.14). 

B8.3 Hãy dẫn ra phương trình chuyển động (8.28). 

Trả lời: Xuất phát từ 

H = -- ị £ ', («■’ + S<->S< + >) . 
Theo định nghĩa 


S[ +) = -i{s^H-HS[ +) ) 


= -i{-gflBỈỈ eĩĩ 


- 5 ì>„ [(sí +, sí +) sỊ -) - s< +ỉ s<->sí +) ) 

+ (5g ) S, (_) SÍ +) - s! _) S< +) SÍ +) )] Ị . 
Sử dụng các hộ thức giao hoán (8.12), và gần đúng (8.27), ta có 
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Chú ý rằng, đại lượng là đạo hàm của Sị +) theo t. Vì dSị +) /dt = 
idS^/dr, hệ thức nhận được ở trên cho chính xác phương trình 
chuyển động (8.28). 

Các phương trình chuyển động khác trong chương này đều có thể nhận 
được bằng cách tương tự. 

B8.4 Hãy dẫn ra hệ thức (8.86) từ điều kiện (8.84) vói mô hình vùng năng 
lượng (8.85) 



Phụ lục A 

Ký hiệu "bra" và "ket" của Dirac 


Dirac xem hàm sóng U\ hay chính xác hơn, tập hợp các thành phần của 
nó trong một hệ trục tọa độ nào đó (một biểu diễn nào đó), là một vectơ 
"ket", ký hiệu là I ỉ/'). Chẳng hạn, hàm sóng ị'nỉm mô tả trạng thái với các 
số lượng tử n. /, m được ký hiệu là 177/ra). Hàm liên hợp phức của ụ> được 
gọi là vectơ "bra", ký hiệu là (ộ |. Chẳng hạn, ị'nt m ký hiệu là (nỉĩiĩ |. Trong 
ký hiệu ma trận vectơ "ket" tương ứng một cột, còn vectơ "bra" tương ứng 
một dòng. Tích vô hướng của một vectơ "bra" Ipí = (6| và một vectơ "ket" 
Ipa = I a) được ký hiệu là (6| a), nghĩa là: 

J ộl (.r) \Ịỉ a (.r) dx = (6| a) . (A.l) 

Mạt khác, tích vô hướng trên lại có thể giải thích như là hàm sóng U'a 
trong b biểu diễn. Nói chung, hàm sóng Ipa (.r), đãc trưng bởi "a" trong 
"x"-biểu diễn, trong ký hiệu Dừac có dạng: 

ĩpa (x) = (x\ a). (A.2) 

Từ (A.l) và (A.2) suy ra: 

(.t| a) = J (.t| b) (6| a) db , 

và 

(6|fl) = (a|6>*. 

Trong ký hiệu Dirac, phương trình Hĩpn (r) = E n ĩỊỉ n (r) có dạng Hịĩpn) = 
Enịĩpn). Các điều kiện trực giao: 

/ c ( r ) (r) dr = ỗnm =4> (ĩịj n ị ĩp m ) = ỗ nm , 
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và đầy đủ: 


Ỵ2 i/>„ (r) ĩị>' n (r') = ổ (r - r') => I Ip„) (ị'n\ = 1. 

n 

Các yếu tố ma trận được ký hiệu như sau: 

F ba = J r b Fĩị>adũ = <6| F| a) . 

Nếu các trạng thái a và b đặc trưng tương ứng bỏi các số lượng tử 
(n, /, m) và (rí, ư, ĩrí), thì ta có yếu tố ma trận của F trong ký hiệu Dirac 
là {ríưm 'I F| nlm). 

Phụ lục B 

Tính chất của hàm delta 


Hàm delta do Dirac đề xuất thường ký hiộu là ỗ (x), trong đó X là biến. Hàm 
ổ (x) bằng không khắp nơi, trừ điểm X = 0, tại đó hàm này lớn đến nồi mà 



dx = 1 với a < 0 < b . 


(B.l) 


Tính chất quan trọng nhất của hàm delta là, với hàm F [x) liên tục bất 
kỳ, ta luôn có 


í F (x) ỗ (x) dx = F ( 0) ; a < 0 < b . 
J a 

Bằng dịch gốc toạ độ, hệ thức (B.2) có thể chuyển về dạng 

J F (x)ỗ (x — Xo) dx = F (xo), 


(B.2) 


(B.3) 
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trong đó miền lấy tích phân bao điểm .X'n (nếu ngược lại, thì tích phân sẽ 
bàng không). 

Hàm delta không phải là hàm số theo nghĩa thông thường: ứng với các 
giá trị của biến có các giá trị của hàm. Hàm này được xác định bằng quy 
tắc tích phân tích của nó với các hàm liên tục. Tuy nhiên, hàm delta có thể 
xem xét như giới hạn của dãy các hàm giải tích. Chẳng hạn, 

5 (x) = lim SÌn )f Q ) . (B.4) 

Q —oo 7T.T 


Thật vậy, khi X = 0, hàm sin (x’Qf) /tĩx = Qf/7T, phân kỳ khi a — » oo. 
Khi tàng |.t|, hàm này dao động mạnh quanh giá trị không với biên độ giảm 
dần. Và, quan trọng là, cũng như hàm ố (x), với a bất kỳ 


/: 


sin ax 

7T.T 


dx = 1. 


Từ (B.4) suy ra một hệ thức quan trọng, thường xuyên sử dụng trong 
cuốn sách này: 

1 poo 

X- / e ikx dk = ỗ(x). (B.5) 

2jr J-oo 

Viết tách phần thực và phần ảo của hệ thức này, ta có các tích phân 

ị Ị'OG r oo 

/ cos ( kx ) dk = ỗ{x)\ / sin (kx) dk = 0. 

—oo J — 30 


Ngoài (B.4), các biểu thức giới hạn khác của hàm ỗ ( X ) có thể là: 


ỗ(x) = 


1 
7r 


lim 7 — , 

a -*0 + x z 


(B.6) 


hay 

ô (x) = lim [oexp {-x 2 /a 2 )\ . (B.7) 

Hàm ỗ (x) còn có thể xác định như đạo hàm của hàm bậc thang (Heav- 
iside ũmction) 6 (x): ỡ (z) = 0 với X < 0 và 6 (x) = 1 với X > 0. Rõ ràng 
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là, giống như ỏ (x), ta có 9' (x) = 0 khi X Ỷ 0- Và, hơn nữa 9' (x) cũng có 
tính chất (B.2): 


ị F{x)9'{x)dx = F(x)ỡ(x)\ b a — í 9{x)F'(x)dx 

J a J a 

= F(b) — í F'(x)dx = F(0) . 

J a 


Vói khí electron suy biến, hàm phân bố Fermi có thể gần đúng bằng hàm 6 
và hệ thức 9' (x) — ỗ (x) rất có ích trong tính các tích phân. 

Dưci đây là một số đổng nhất thức cơ bản. Ý nghĩa của các đổng nhất 
thức này là ở chỗ, nếu sử dụng như là một nhân tử dưới dấu tích phân thì 
hai vế của mỗi đẳng thức sẽ cho cùng một kết quả: 


/ 


5(-i) 
XÔ (x) 

ô ( ax ) 
ổ {x 2 - a 2 ) 
ỏ (a — x)ô (x — b) dx 
f{x)ỗ(x-a) 
Ị f (x) 5' (x - a) dx 

ô ư (z)] 


ô(x) ; ỏ’{-x) = -ô’(x) ; 

0; xỗ' (x) = — ô (x) ; 

-ỗ (x) ] a > 0 ; 

ữ 

[ố (x - a) + ô (x + a)} /2\a\ ; 
ô (a — b) ; 

/ (a) ỗ(x-a) ; 

-Ha) ; 

E 5 ( X - X *)/I w/ 9x )^\’ 


trong đó Xi là nghiộm đơn giản của phương trình / (x) = 0. 

Hàm ỗ (x) là một hàm chẵn, nên ỗ' (x) là một hàm lẻ. Vì ỗ (x) là hàm 
chẵn, nên ta có: 



nếu a > 0 
nếu a < 0 . 


(B.8) 


Hàm delta ba chiều ổ (r) được định nghĩa bằng: 

S(r) = S(z)S(y)ổ(z) = (2n) ~ 3 J e ,kr dk . 


(B.9) 
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Hàm ỗ (r) có tính chất: 

í ố (r) F (r) dr = 

í(r) = 

ỗ (r' — r) = 



235 

F(0) ; 

(B.10) 

ỗ ( r ) /2nr 2 ; 

CB.11> 

ỗ (n' - n) ỏ (r 1 - r ), 
r 2 

(B.12) 


trong đó n' và n là các vectơ đơn vị theo phương r' và r. Cũng giống như 
với ố (x), các đồng nhất thức ở trên đối vói ỗ (r) cũng có nghĩa là, nếu trong 
tích phân có một nhân tử là vế này hay vế kia của đẳng thức thì các kết quả 
là như nhau (tích phân lấy từ r = 0). 

Cùng với đồng nhất thức (1.70) ở phần thảo luận bổ sung B1.3 (chương 
l), ta còn có 


lim = {x) _ iP (T) . (B. 13) 

t-+ oo ix \x J 

Trong các tài liệu tham khảo, ngoài hàm ô (x), đôi khi còn gặp các hàm 

Ỏ+ ( X ) và S- (x): 


s + (x) = 61 ( X ) = 2^- lịm (ì -ià) 1 . 
Từ (B.14) và (B.6), ta có: 

1 a 

S+(x) + S-(x) = lim f 

+ K K ' a-+Ò 7 TX 2 + a 2 


= 6(x) ; 


(5+ (x) - ổ_ (x) 


lim — — - - . 

Qí—‘0 7 TÍ X 1 + à* 


(B.14) 


(B.15) 


(B.16) 
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Phụ lục c 

Lượng tử hóa lần thứ hai 


Trong chương 2, các hàm Green một hạt được xác định trực tiếp qua các 
hàm sóng, còn trong chương 3, các hàm Green của hệ hạt có tương tác được 
định nghĩa qua các toán tử trường, tức là hàm sóng đã được lượng tử hóa 
thành các toán tử (lượng tử hóa lần thứ hai). Nội dung của phụ lục này là 
giới thiệu tóm tắt phương pháp lượng tử hóa lần thứ hai. 

Trường hợp các hạt bose. Phương trình Schrỏdinger của một hạt trong thế 
ngoài u (r) là: 

( ift ẫ + £ v2_ơ(r) ) v,(r ’ í)=0 ' (C1) 

Phương trình này có thể nhận được từ phương trình Lagrange với mật độ 
Lagrangian: 

li 2 

L = ihĩp + ĩp - Vĩp + VĩỊj - Ui>+ĩị) . (C.2) 

2 ra 

xem ĩjj và ĩp + là các biến độc-lập. 

Trong hình thức luận Lagrange, giữa biến ĩp và momentum liên hợp vói nó 
7 T, CÓ hệ-thức 7r = dL/dĩjj. Vói Lagrangian L dạng (C.2), ta có: 

7 r = ihĩp + (r) . (C.3) 


Khi đó, mật độ Hamiltonian là: 

tí 2 _ 

H = Itì> - L = Vĩp + Vi> + Ưĩp + ĩP- (CA) 

2 m 

Đồng thời, cặp biến liên hợp (ĩp, 7ĩ) thỏa mãn hệ thức giao hoán: 

[ĩp (r, t ), 7r (r', t)] = ihỗ (r - r'), (C.5) 

hay vói 7r từ (C.3): 

[ĩp (r, t ), ĩp + (r', t)] = ỗ (r - r'). (C.5’) 
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Hệ thức giao hoán này chính là cơ sờ của lượng tử hóa lần hai các hạt bose, 
mà nội dung của nó là thay biến ĩp và momentum liên hợp của nó 7r bằng 
các toán tử thỏa mãn hệ thức giao hoán (C.5). 

Nếu Hamiltonian H = — Ụì 2 /2m) V 2 + Ư (r) có các hàm riêng ộ\ và 
trị riêng tương ứng £\, thì ta luôn có thể khai triển ĩp(rj) và ĩp + (r. /): 


^(r,*) = ^flA0A(r) e lExi/h ; 

A 

(C.6) 

f + (r.t) = Y í a + x ệ' x (r) e‘ E ^ h . 

<C6’) 


A 


Hệ thức giao hoán (C.5') sẽ được thỏa mãn, nếu các toán tử sinh CL + và hủy 
a tuân theo các hệ thức giao hoán sau: 


[a A . a+,] = a x a+, - aj,cụ = s x y, 

K, av]=0; [aj.aj]=0. 

Các hệ thức giao hoán với các biến trường là: 

[ĩp (r, t) , ĩp (r', 0] = 0; [ĩp + (r, t) , ĩp + (r', t)] = 0 ; 

[iịj (r, t) , Ip + (r', 0 ] = Eà 0a (r) ộ\ (r') = ỗ (r - r') . 

Với ĩp (C.6) và i> + (C.6') Hamiltonian một hạt có dạng 
n = Ị drt + Hi, = Y x ala x , ị diệl (r) Hệ x , (r) = (C.9) 

J XX' J X 


Hamiltonian này mô tả một dao động tử điều hòa. Hàm riêng và trị riêng 
của (C.9) tương ứng là: 


n 


Kr 


| 0 ) 


và E = e x n x , 

X 


trong đó n x là số choán đầy của trạng thái À. 
Toán tử mật độ có dạng 


p (r) = (r) ĩỊj(r) = Y2 a x { tt A' ộ\ ( r ) 0A' (r) 

XX' 


(CIO) 
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và toán tử số hạt: 

N = Ị drp(r) = y^a{> A . (C.11) 

A 

Trung bình nhiệt của N là (N) = ]T A (n À ) trong đó, ở cân bằng nhiệt 
(n x ) = [exp (0 (e A - ụ)) - 1] _1 . 

Trường hợp các hạt Fermi. Với các hạt tuân theo thống kê Fermi, thay 
vì (C.8), các toán tử trường tuân theo hệ thức phản giao hoán dạng: 

{4> (r), ĩp + (r')} = ĩp (r) (r') + ĩịj + (r') iỊ> (r) = ô (r - r') ; 

{ĩỊj (r), (r')} = 0; {^ + (r), \Ịj + (r')ị = 0, (CA2) 

Nếu phân tích ĩp (r) và ĩp + (r) theo hệ cơ sở ộx (r): 

ý ( r ) = 53 Cx ^ x w ; ( r ) = ( r ). 

A A 

thì các toán tử sinh C A và hủy C\ tuân theo hệ thức phản giao hoán 

{c A , cj} =ố A y; {ca, c A /} = 0; {c+, c+} = 0. (C.13) 

Hai hệ thức cuối của (C.13) cho C A C À = 0 và c A cJ = 0. Đây là hệ quả của 
nguyên lý Pauli: ở một trạng thái A bất kỳ không thể có nhiều hơn một hạt. 
Nếu ký hiệu I 0) A và 11) A là các trạng thái A không có hạt nào và chỉ có một 
hạt, thì rõ ràng là: 


ca|1>a = |0} a ; c a |0) a = 0; cj 11> A = 0 ; c+ I 0> A = 1 1>A ■ 


Điều này cũng thấy rõ nếu ta xem xét toán tử số hạt 


■Na = c{c A 


(C.14) 


Binh phương của đại lượng này cho 

= c t c A<CA = c* (1 - C+C A ) C A = C A C A - ctc{c A c A = c{c A = Nx 

Để thỏa mãn hệ thức này N\ chỉ có thể nhận hai giá trị : không hoặc một. 
Đó chính là nguyên lý Pauli. 



Khi làm việc với hệ termion, Hamiltonian thường gặp nhất có dạng 


« = £ 


Ẩ. + Uị r ,) + ịj2v { r,-r J ) 
1 *> 


(CA 5) 


trong đó ư (r) là thế ngoài, còn V (r l - Tj) \à thế tương tác cặp. Trong biểu 
diễn lượng tử hóa lần thứ hai, Hamiltonian (C.15) chuyển thành: 

H = Y, > c '"* + 2 £ v ktmn ctc+c n c t ; 

H mn = J <irộ' v (r) "- £ V 2 + u (r) 4> m (r) ; 

Vktmv = Ị dr,Ị dTjột (r,) ộ t (r,) V (r, - r,) ộ* m (r J ) ệ n (rj) . 


Để ý rằng, các Hamiltonian đối với hệ boson và fermion thường có dạng 
tương tự nhau. Khác nhau giữa hai hệ là ở các hệ thức giao hoán của các 
toán tử. 


Phụ lục D 

Hàm tương quan và hàm Green 


Trung binh của toán tử mật độ (C.10), (I ĩp + (r) ĩp(r) I), là mật độ trung bình 
tại r, còn N~ ì f p (r) dQìắy trên thể tích nhỏ Aíì có giá trị trung bình bằng 
p (r) Aí£ thì mang ý nghĩa là xác suất tìm hạt trong Aíì, trong đó p (r) là 
mật độ xác suất: 

p (r) = N~ l (I p(r) I); jp(r)dũ=ỉ, 
tích phân lấy trên toàn bộ thể tích của hệ. 
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Xét tích p (r) p (r'). Vì p (r) và p (r') là giao hoán với nhau, tích này 
là một toán tử Hermite. Giá trị trung bình (I p (r) p (r') I) bàng không nếu 
không có hạt cả ở r lẫn r'. Tích phân N~ 2 f p (r) díì f p (r') dũ' lấy trên 
các thể tích nhỏ AQ và AQ' có giá trị trung bình là f p (r, r') díìdí}', với 
ý nghĩa là xác suất để có một hạt trong yếu tố AQ và một hạt khác trong 
AQ\ trong đó p (r, r') là mật độ xác suất có một hạt ở r và một hạt khác 
ở r': 

p(r, r') = ./v -2 {|p(r)p(r')|) . 

Nếu không có tương quan nào giữa xác suất tìm hạt ở r và xác suất tìm 
hạt ở r' thì p (r, r') = p (r) p (r'), tức là 

<|p(r)p(r')|> = (|p(r)|><|p(r')|). (D.l) 

Điều này xảy ra ở hệ các hạt độc lập về mặt thống kê. Trong thực tế, giữa 
các hạt luôn có tương tác và thường không có đẳng thức (D.l). Hiệu 

(I p (r) p (r') I) - (I p (r) I) (Ip (r') I) (D.2) 

mô tả tương quan giữa vị trí của các hạt. Dù rằng, chính hiệu này mới đúng 
là số đo của tương quan, ngưòi ta gọi đại lượng 

(I p ( r ) p ( r ) I) (D.3) 


là hàm tương quan mật đô - mật độ. 

Một cách tổng quát, với hai toán tử bất kỳ giao hoán vối nhau, A và B, 
đại lượng 

Cab = {\AB I) (D.4) 

được gọi là hàm tương quan giữa chúng. Nếu Ả và B không giao hoán 
với nhau, nghĩa là chúng không đo được một cách đồng thời, thì, một cách 
chính xác, không thể nói về tương quan giữa chúng. Tuy nhiên, với các hệ 
vĩ mô, phép đo đại lượng này ảnh hưởng không đáng kể đến đại lượng kia, 
nên ngay cả khi hai toán tử không giao hoán, người ta vẫn sử dụng hàm 
tương quan. Ngoài ra, trong tài liệu tham khảo cũng không có sự nhất quán 
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về định nghía: một số người sử dung dịnh nghĩa (D.4), số khác, trong đó có 
Kubo (Kubo 1957) định nghĩa hàm tương quan giữa /1 và B là 

= + (D.5) 

Định nghĩa này sẽ trùng với (D.4) nếu A và B giao hoán với nhau. 

Hàm Green một hạt trong biểu diễn toạ độ được định nghĩa là: 

G a fl (rr'./') = - / (I 7> a (r, i) 4 ^ (r '.t') l) , (D.6) 

trong đó ữ, ịj là các chỉ số spin. Khi không có tính sắt từ và từ trường ngoài, 
nói chung, không cần đế ý đến biến spin, vì luôn đơn giản có G a fị = G.ỗ n 0 . 
Ta thấy có sự tương tự trong biểu thức định nghĩa của hàm tương quan và 
hàm Green. Các phản ứng tuyến tính của hệ có thể biểu diễn qua một trong 
hai hàm này. Tuy nhiên, để ý tới toán tử trật tự thòi gian T trong (D.6), hai 
hàm này không trùng nhau. Điểm khác nhau cơ bản giữa chúng là, trong 
khi các hàm Green (cũng như đạo hàm theo thòi gian của chúng) là gián 
đoạn tại t = t', các hàm tương quan không có tính chất này. 

Dễ thấy rằng, một mặt, bằng biến đổi Fourier theo biến không gian, 
định nghĩa (D.6) sẽ chuyển về dạng hàm Green trong biểu diễn momentum 
ở chương 3. Mặt khác, bằng sử dụng khai triển dạng (C.6) và (C.6’) từ đỊnh 
nghĩa (D.6) ta dễ dàng nhận được dạng hàm Green biểu diễn qua hàm sóng 
ở chương 2. Các định nghĩa này là tương đương. 
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